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H. Görtler in Göttingen. 


Further development of a bou layer profile with a given distribution of pressure. A practical process 
has been developed by the author, by which the continuation of a laminar boundary layer is calculated 
in the direction of the flow when the pressure distribution is known and starting from a given initial 
profile. This process gives the distribution of velocity in the boundary layer with considerable accuracy 
up to the separation point. As a practical test of the process, the case of a straight eircular eylinder 
er in a uniform flow has been completely worked out. 


Sur la continuation du profil d’une coucke limite. L’auteur döveloppe une möthode applicable au calcul 
numörique de la continuation dans la direction de l’&coulement d’une couche limite laminaire en supposant 
que l’on connaisse le profil initial et la loi de la pression. La mötbode fournit la distribution des 
vitesses dans la couche limite jusqu’au point de d&etachement avec une exactitude considörable. Finalement 
ee applique la möthode au cas d’un cylindre droit & base circulaire immerg6 dans un courant 

omogene. 


D. L. Holl and D,. H. Rock in Ames (lowa). 


The flexure and torsion of a beam whose cross-section Is a limacon. In this article, the authors determine 
the torsion and flexure functions for a beam having a cross-section in the form of a limacon. The 
method employed throughout, consists in mapping the limacon from the z-plane upon the unit eircle in 
the w-plane. The resultant tangential shearing stress is caleulated for several forms of the limacon in 
both the asymmetrical and symmetrical loading cases. 


Sur la fAexion et la torsion d’une poutre dont la section transversale est un limason. L’auteur 
applique la definition &nergetique de la flexion sans torsion d’une poutre pour caliculer le centre 
d’escaillement d’une section tradsversale qu’il pose &tre un limacon. I traite les deux cas de la 
distribution des forces symmötrique et antisymmeötrique en donnant la repr@sentation graphique des 
tensions existant aux bords de diverses sections transversales. 


U. T. Bödewadt in Göttingen. 


Oselllations with perlodicaliy changing Ohms resistance. The current in an electric oscillatory eircuit whose 
resistance changes about a mean value similar to a sine curve, acts in accordance with a Hill’s differen- 
tial equation. (An example of this is a mierophone with a carbon insulator.) If a solution is required 
by means of Fourier’s series, then the zero points of the appropriate Hill’s determinant must be known. 
In the present work recursion formulas are given for the caleulation of this determinant. For the 
special case without capacity, the solution in a closed form is given by integrals. 


Oscillations 6lectriques dans le cas d’une rösistance d’Ohm p6riodiquement variable. L’intensite du courant 
electrique dans un eircuit oseillatoire dont la r&sistance d’Ohm varie de facon sinusoidale autour d’une 
valeur moyenne (exemple: mierophone & charbon) remplit une &quation differentielle de Hill. Pour la 
r&soudre au moyen de series de Fourier il faut connaitre les valeurs zero du döterminant correspondant 
de Hill. Dans la prösente note l’auteur d&eveloppe des formules röcurrentes propres ä calculer ce 
döterminant. En cas de capacit& manquante l’auteur repr6ösente la solution par des intögrales. 


K. L. Stellmacher in Göttingen. 


On the Schuler yirgeee of constant velocity adjustment. With the aid of the .artificial horizon concept it 
is shown that the constant velocity adjustment for pendulum appliances on vehicles according to M. Schuler, 
is also valid for finite times. The influence of damping is also investigated. It is shown that where 
there is constant damping, a pendulum ro cannot made free from acceleration. There is, never- 
theless, an optimum oscillation period. This, however, is not 84 minutes as in the case of all pendulum 
appliances which are not subject to a The period is increased. With this adjustment, errors 
appear which are rg eg to the damping when the latter is small. Similarly, additional vertical 
acceleration may a a source of error. 


Reomarque sur le principe de Schuler. M. Schuler a indiqu6 le th&or&me que l’on zauk &carter l’influence de l’acc6&- 
leration, exerc6e sur les appareils pendulaires tout en se bornant sur des temps suffisamment petits. 
L’auteur du prösent m&moire d&montre — en se servant de l’horizon fietif — que le thöor&öme est encore 
juste pour le cas general d’un temps fini. En outre l’auteur discute le eas donne d’un amortissement 
et montre qu’on ne peut pas &carter l’influence de l’acc&löration quand il s’agit d’un gyroscope pendulaire. 
Neanmoins il y a en ce cas une valeur optima de la dur&e oscillatoire, mais qui est sup£rieure & la valeur 
de 84 minutes valable pour les appareils non-amortis. Les erreurs se montrant en ce cas-lä sont pro- 
portionnelles ä un: amortissement kuppas suffisamment petit. De .m&me. une acc&leration verticale 
ameönerait des erreurs. Dans ses calculs l’auteur se sert de la reprösentation eonforme. 


E. Hölder in Leipzig. 

TR. OOnpRENBE gun WE BUEEER vations for the movement of a body relative to an arbitrary refe- 
rence system. In the anäiytie treatment of vector systems their coordinates may be’ampiayed (alter: 
nating quaternatry tensor components) in aeccordance with Ricei calculus in a convariant fashion. Thus 
the equations of motion for a rigid body relative to an arbitrary reference system may be explieitly 
and hence clearly expressed, in such a manner that, in tbe fundamental equation formed from the ab- 
solute derivation of the impulse, the velocity is equal to the absolute serew veloecity. 


Sur la forme © Bun. Aapaslane Sit una ZUR Kanne relatif & un systöme de r6fören«e - 
condulit. Pour le calcul avec les coordonn6es des systömes de vecteurs on peut adopter une m&thode 
analogue & celle ui dans le calceul de Ricci. Ainsi les &quations de mouvement d’un Corps rigide 
par rapport A un syst&me de r&f&rence condnit d’une facou quelconque se deduisent lieitement et tout 
de meme distinetement. On obtient une &quation dans laquelle l’expression de la deriv6e absolue de 
l’impulsion absolue se trouve dejä introduite dans la vitesse helicoidale. 


W. Wunderlich in Wien. 


{ ; .On a <lass of dependent higher element re. A class of independent higher two-dimensional element pairs 
is derived. Well-known examples a as the curved triangle in a square and the inte ting arcs in a 
triangle are given as special cases. Each representative of this class consists of a figure bo: by arcs.: 
The .ınotion is therefore necessarily restricted to a regular polygon. The pole paths of this motion are 
regular curved polygons. 

Sur une certaine classe de paires d’öläments condultes. A l’aide d’un procsde g6omöätrigue P’auteur studie 
une certaine classe de paires d’&l&ments planes contenant comme cas speciaux rg exemples d6jä 
connus: le triangle form& de trois arcs de 60% se mouvant dans un carr&6 et „la lentille“ form6e de deux 
arcs de 120 ®se mouvant dans un triangle.. Chaque repr6ösentant de la elasse ötudise dans le prösent 
travail est une figure bord6e d’arcs de cercle se mouvant dans l’int&rieur d’un polygone regulier 
trajectoires des pöles de ce mouvement sont des polygones röguliers formös d’arcs cerele. 
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HAUPTAUFSÄTZE 


Weiterentwicklung eines Grenzschichtprofils bei gegebenem 
Druck verlauf. 
Von H. Görtler ın Göttineen. 
(Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömunzsforschung. 


ie folzenden Ausführungen sind im Anschluß an die kürzlich erschienene Arbeit von 

Prof. Prandtl „Zur Berechnung der Grenzschiehten*') entstanden. Sie stellen sich zur 
Aufzabe, das in dem genannten Aufsatz entworfene Verfahren zur Fortsetzung eines gegebenen 
Gesehwindigkeitsprofils in einer laminaren Grenzschieht bei vorgegebenem Druckverlauf in 
seinen Einzelheiten zu entwiekeln und an der numerischen Durchführung eines Beispieles 
praktisch zu erproben. 


I. Allgemeine Darstellung des Verfahrens. 
1. Einführung. Für die laminare Grenzschieht gelten unter Voraussetzung großer 
keynoldsscher Zahlen bekanntlich in dem hier allein interessierenden stationären und zwei- 
dimensionalen Fall die Differentialgeleichungen 


u*+ 12 p PT 


0 2. ‚3 MT: (1.), 


. 
IS Ben ER 20 ZB ET, Datan) At 2 Eee 
7; 


Darin bezeichnet x die Bogenlänge gemessen in Strömunesriehtung längs der Wand vom vorderen 
Staupunkt aus und % den senkreehten Abstand von der Wand. Die bekannten Lösungen 
dieser Gleichungen bei vorgegebenem Druckverlauf p(@), wie sie sich bereits in den ım An- 
schluß an den grundlegenden Heidelberger Vortrag Prandtls 1904?) enstandenen Göttinger 
Dissertationen von Blasıus?®) 1907 und Hiemenz*’) 1911 befinden, bestehen in Potenzent- 
wicklungen nach ., die wegen der schwierigen numerischen Berechnung der von y abhängen- 

1), Z. angew. Math. Mech. Bd. 18 (1938) S. 77 bis 8. 

°), L. Prandtl: Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh. d. III. Intern. Math. Kongresses, 
leipzig 1905; Neudrnek in Prandt|l-Betz: Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik, Göttingen 1927. 

3) H. Blasius: Grenzsehiehten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. Diss. Göttingen 1907, erschienen in 


Z. f. Math. u. Physik, Bd. 56 (1908), S. I bis 37. 


°) K. Hiemenz: Die Grenzschieht an einem in den gleiehförmigen Flüssigkeitsstrom eingetauchten geraden 


Kreiszylinder, Diss. Göttingen 1911, erschienen in Dinglers polytechn. J. Bd. 326 (1911), 8. 321 bis 342, 








RN z i : E m Z. angew. Math. Mech. 
130 Görtler, Weiterentwicklung eines Grenzschichtprofils a 19 Ne 4 Juni 1030 





den Beiwerte bereits nach wenigen Gliedern abgebrochen werden müssen. Man ist somit 
eezwunzen, mit einer solchen Potenzentwicklung irgendwo auf halber Strecke zwischen dem 
vorderen Staupunkt 2=0 und der gesuchten Ablösungsstelle #= x; stehenzubleiben und 
sich nach einem neuen Verfahren umzusehen, welches eine Weiterentwicklung des Grenz- 
schiehtprofils «(#@, y) von dieser Stelle «= x, aus bis zur Ablösungsstelle ermöglicht. Es sind 
bisher verschiedene Verfahren vorgeschlagen und teilweise erprobt worden; wir verweisen 
hier nur auf die ausführliche zusammenfassende Darstellune von Howarth?). 

Bei dem im folgenden zu entwickelnden Verfahren handelt es sich kurz umrissen um 
folzendes: Ein aus den Differentialgleichungen der Grenzschicht hervorzehender Ausdruck für 


Q HH 


dient zur Weiterentwicklung des bei === .x., numerisch vorgegebenen Geschwindigkeits- 


yp 
profils ze (.@,. ) in der Strömungsriehtung; dieser Ausdruck wird jedoch in unmittelbarer Wand- 
nähe unbrauehbar wegen der erforderlichen, aber dort unzuverlässig werdenden zweimaligen 
Differentiation nach y und der im Gefolge durch Verletzung der bekannten „Grenzschicht- 
bindungen“ an der Wand auftretenden Singularitäten. Diese Schwierigkeiten werden durch 
Hinzunahme von Reihenentwieklungen nach y von der Wand her überwunden: Die Beiwerte 
dieser Reihe bestimmen sich aus den genannten Bindungen; die nach endlich vielen Gliedern 
abzebrochene Reihe ermöglicht zuverlässige Differentiationen nach 9 für einen hinreichend 
oroßen Bereich O4 Y. und enthebt uns damit aller Schwierigkeiten in Wandnähe. 


2. Das Verfahren im einzelnen. Wir stellen im folgenden das Verfahren in seinen Einzel- 
heiten ausführlich dar, so wie es sich mit gewissen Änderungen gegenüber den grundsätzlichen 
(Gedanken des Prandtlschen Entwurfs am später angegebenen numerischen Beispiel als 
zweckmäßig herausstellte. 

A. Zum Hauptträger des ganzen Verfahrens der Weiterentwicklung eines Grenzschicht- 
profils in der Strömungsriehtung wurde der aus (1.1), (1.2) abgeleitete und seit den Anfängen 
der Grenzschiehttheorie bekannte Ausdruck ®) 


Y 

u o | (1 vu I dp\ | 

Or 0 yl \.: v Oy 0 dx) N 1 a) 
Yo 


Dabei ist ga) eine bei der angezeigten Integration hinzutretende, von der Wahl der unteren 
Grenze 9,(.) abhängende Größe: 

dy__v \ 
yı) , insbesondere p(a)=V für TUR 

dr Uy Jo . 

In bekannter Weise’) ergibt die Forderung der Regularität für das in (2.1) auftretende 
Integral, daß längs der Wand y=0 die „Grenzschiehtbindungen“* erfüllt sein müssen, deren 
erste lauten: 


u Idy oT N 
) a . el 
A) ıF 0 d Mi Q y" 
und die allgemein aussagen, daß an Stellen «=0 nur die 1., 4., 7. ... Differentialquotienten 


des Geschwindigkeitsprofils u. (#,y) nach y frei gewählt werden können. Wir werden mit 
diesen Bindungen in anderem Gewande noch ausführlich zu tun haben. Hier soll nur auf- 
eezeiet werden, daß der Ausdruck (2.1) gerade dort, :wo die Differentiation eines numerisch 
vorliegenden Geschwindigkeitsprofils « (#,. 4) nach y ungenau werden muß, nämlich an dem 
einen Ende y=0 des Profils, eine besonders sorgfältige Behandlung erfordert, um für die 
praktische Rechnung eingesetzt werden zu können. 
Zur Lösung des Fortsetzungsproblems wurde an Stelle von (21) auch ein anderer Aus- 
druck vorgeschlagen*®) mit nicht minder unangenehmen Eigenschaften dort, wo « durch Null 
OU“ 
geht: Für den „Gesamtdruck* y=p+ "5 


_ 


erhält man aus (1.1), (1.2) die Differentialgleichung 


7, 0° u 
un - ee FE: 
Ox Ö y” 


5) I. Howarth: Steady Flow in the Boundary Layer near the Surface of a Cylinder in a Stream, Aeronautical 
Researeh Committee. Reports and Memoranda No. 1632, London 195. 
DL: Prausst: u. DD; 38 e 9 (8, 
‚L. Prandtl:a.a. 0.8. 8 
‚L. Prandtl: a. a. 0. ')S, 79 und besonders auch SS. 82. 
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: j e b 2 ri) y' ( 1) 

in welcher neben x an Stelle von y die Stromfunktion y |vermöge u ri — | als 
e () ? () X 


unabhängige Veränderlicehe eingeführt wurde. In dieser Form eignet sich die Grenzschicht- 
differentialgleiehunz in besonderem Maße für allgemeine Erörterungen wegen Ihrer Verwandt- 
schaft mit der Differentialgleichung der Wärmeleitung, für unsere Zwecke jedoch bringt das 
09 dp, 7, | 
/ 

(2.1) wie bei (2.2) ist eine zweimalize Differentiation erforderlich, bei (22) kommt aber beı 
jedem Schritt als neue Fehlerquelle die unnötig komplizierende Umrechnung von y auf y 
und umgekehrt nebst jeweiliger Interpolation auf äquidistante Teilungen hinzu, um das gleich 
zu schildernde Hilfsmittel der Potenzreihe nach y von der Wand her in das Fortsetzungs- 
verfahren einzubauen. Wir haben daher dem Ausdruck (2.1) den Vorzug gereben. 

B. Es lae von vornherein nahe, als Gegenstück zu dem oben beschriebenen Blasıus- 
schen Lösungsansatz (einer Potenzreihe nach x mit Beiwerten, die von 9 abhängen), eine 
Potenzreihe nach % 


Verhalten an der Wand Schwierigkeiten lu >—V, 


v ) 
\ " oe 
u (u, y) du (2.) 
nern ) 
} | 


anzusetzen, deren Beiwerte a, Funktionen von x sind. Dieser Lösungsansatz führt beim 


Kinsetzen in (1.1) und nachfolgendem Koeftizientenvergleich wieder auf die Grenzschieht- 


68» 
bindungen. Es ergibt sich, wenn wir vf(#) setzen und Ableitungen nach = dureh 
Dar 
Striche kennzeichnen: 
4 | “r 
a, frei, di, a,a, also frei, 
m 
) 
(dl / dl Ad, “ 
Ä 5 
.) 
a. a, ff’ 
” 
| h (2.4) 
(tl. ;i4da’a, —a,a,’, also frei, WI a an 
„. 
| f} 2) ‚rs +) ’ .r ( ‚ N 91 Y 
dl, „daft Ida,a, / % Ila,, pa, If 
| f oe + oyx 
8: Wa fl ı6a,f °’}, 





woraus man ersieht, daß zur Vorgabe eines Geschwindigkeitsprofils an einer Stelle == .r, 
bei gegebenem f(x) lediglich a,,a,,«a-,... verfügbar sind. Die Erfüllung dieser Bindungen 
durch « (@#, 9) gewährleistet das reguläre Verhalten des Integrals in (2.1). 

Die Reihe (2.3) hiefert nun das Hilfsmittel, mit dem der Ausdruek (2.1) von der Wand 
her ergänzt werden kann. Es werde daher zunächst über ihre Berechnung bei Vorgabe eines 
Geschwindigkeitsprofils in z= =, und bei vorgegebenen Druckverlauf berichtet. 

Das Ausgangsprofil a (@,,y) wird im allgemeinen den Bindungen nieht mehr genau 
genügen, so daß die errechnete Reihe um das vorgegebene u (#9) geringfügig oszilliert. 
Die Frage, wie sich ein solches Zureehtrücken eines Profils bei == .r, auf den weiteren 
Verlauf für => .r, auswirkt, haben wir bereits an einem Beispiel untersucht”). Bis zur 
Ablösungsstelle hin sind keine Nachwirkungen zu erwarten, welche die bei . = .r, gemachten 
Fehler übersteigen. 

In dem später auszuführenden Beispiel wird die Reihe (2.3) bis zu dem Gliede mit «, 
einschließlich berücksichtigt. Zur Bestimmung der a, bei Vorgabe eines den Bindungen an- 
nähernd genügenden Profils u (#,.») erwies sich folgendes Verfahren der schrittweisen 
Näherung als zweckmäßig. Zunächst werden die fest vorgegebenen Glieder a,(4,=V0), a, 
berechnet und die entsprechenden Reihenglieder über 9, soweit benötigt, tabuliert. Für eine 
kleine Ordinate y= 9, (oder Extrapolation y,>0) berechnen sich aus der Abweichung dieses 
Teiles der Reihe gegenüber dem vorgegebenen u (#,.y) eine erste Näherung von a, und damit 
gleichfalls erste Näherungen von a, und a,. Darauf wird in derselben Weise unter Mit- 
verwendung der zu a,,a,, a, gehörigen Reihenglieder bei einer geeigneten Ordinate y= 9, > Y, 
der Beiwert a, in erster Näherung bestimmt und anschließend eine Verbesserung von a, und 


*, L. Prandtl:a.a. 0.1) S. 80 bis 81. 
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somit eine zweite Näherung für a,, a,, a, berechnet. Für eine dritte Ordinate y= 9, > 9, be- 
stimmen sich dann gleichzeitig a- und a, (etwa als Gleichung für a,” umgeschrieben) in erster 
Näherung. Darauf erfolgt Verbesserung von a, (zweite Näherung) und — soweit erforderlich 
von a,, d,, a, (dritte Näherung). Die Beiwerte a. und a, sind in der erzielten ersten Näherung 
naturgemäß nur ungenau bestimmt, sie genügen aber, um eine Verbesserung von a, zu er- 
möglichen, und spielen im übrigen nur die Rolle, das vorgegebene Profil u (“,,»y) bis zu 
erößeren 9-Werten zu approximieren. 

Kine bestimmte Festlegung der Ordinaten ,, %,. 9, erweist sich nicht als zweckmäßig, 
Ihre jeweils geeienetste Lage varııert innerhalb gewisser enger Grenzen von Schritt zu Sehritt. 
ls empfiehlt sich also nicht, ein- für allemal ein Gleichungssystem mit festen %,, 9Y,, 9, zur 
Berechnung der a, zugrunde zu legen 


) 


) 


(', Zur Verwendune der Reihe (2.5) ım Zusammenhane mit dem Inteeralausdruck (2.1) 
ist «ddas Foleende zu bemerken: 


Ks war ın dem ursprünglichen Plan vorgesehen, getrennt einmal aus der Reihe (2.3) 
N 


| RT 
und dann von einem gewissen 9,>V0 an aus dem Ausdruck (2.1) das gesuchte \ , (@#,, y) her- 
Üx ; 
zuleiten, Darauf sollten dureh geeignete Wahl der Größe 9 (#) jeweils beide Teillösungen im 
Uberdeekungsbereich stetige aneinander angeschlossen werden. leh bin hiervon aus foleenden 
N 
. r7 4 . D ( H ) . .) 
(Gründen abgewichen. Zum Ersten ergibt sich _ aus der Reihe (253) zu 
0 x 
AT , ı ö y" _ 
ö da, a, 35 a, 75 (25) 
(x ya N 


‚, und damit a- benötigt werden, ist nur in erster 


und @a,, zu dessen Berechnung nach (2.4) a 
Näherunge bekannt (a, in zweiter Näherung, «a, fest vorgegeben). Da sich demgemäß die 
/uverlässiekeit der Näherunge (25) nicht weıt von der Wand wer erstreckt, heße sich ein 
hinreiehender Überdeekungsbereieh mit den aus (2.1) für das Innere der Grenzschicht 


eewonnenen Werten nur dann erzielen, wenn man die nieht geringe Mühe auf sich nehmen 
wollte, weitere Glieder der Reihe (2.3) und darauf eine Verbesserung von a- zu berechnen. 
Sielit man von dieser Arbeitsvermehrunz ab, so wird die Bestimmung von g (zw) recht ungenau, 
Die zur Bildung des Ausdruckes (2.1) benötigten numerischen oder graphischen Differentiationen 
werden in Wandnähe unzuverlässie, die Fehler fallen vermöge der Division dureh das ın 
Wandnähe kleine x? stark ins Gewicht. besonders in der Nähe der Ablösung. Man wird also 
auch mit 7, nieht zu nahe an die Wand herangehen, um nieht in dieser Weise die Bestimmung 


von a (re) mit Fehlern zu behaften. 


Demzerenüber verfahren wir wie folet. Aus der abgebrochenen Reihe (2.3) für « werden 
h HH h H . r a . . . . de . 
und, „von 4„=0 aus so weit Ins Innere der Grenzschicht berechnet, wie dies die Gültig- 
4 ()UY 


keit der Reihen erlaubt '’): 
er . (0 Y Ya) a: 1° 


Inne rhalb «dieser (ültiekeitshe reiche werde N dıe Reiıhenausdrücke ohne weiteres In (2.1) eINn- 


oesetzt. Wır schreiben (2.1) ın die für dıe numerische Rechnung zeeienete Form um: 


(\ H C H \ | | Vu | dp\ | | ( u | dyp\ 


2%, - da ) n 
h 4; h „ tt r ı 0 dal J ıt | Q ff 0 dr) 


(2.7). 
Die aus (2.3), (2.6) berechneten Werte decken sieh ım Innern der Grenzschicht über einen 
hinreichend weiten »+Bereich mit den numerisch oder graphisch gewonnenen Werten, um den 
Anschluß mit der jeweils erforderlichen Genauigkeit zu vollziehen. Erst nach sorgfältig durch- 
eeführtem Anschluß wird durch das in Wandnähe kleine «° dividiert. Darüber hinaus ergibt 
sich als wesentlicher Vorteil, daß das Integral nun von 4,=0 an berechnet wird, womit die 
Unsicherheit der g () Bestimmung völlig fortfält GV N. 


. Zur Fraee der zweekmäßieen Ausführune des Schrittes. der uns von einem vor- 


oegebenen Geschwindigkeitsprofil (er...) zum benachbarten Profil uw (#,—+ I, »y) führt, seı 
foleendes bemerkt. Für den Bereich 0 = .r = .r, Ist der Geschwindiekeitsverlauf in der Grenz: 
Wie man sieh leicht überlegt. eıstreekt sieh die Gültiekeit der so bereehneten Ansdrücke weiter ins Innere 

( schieht hine Is dies f er dem Gesichtspunkte der Güte der Nüherung ist (2.5) auf Grund 
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schieht auf Grund ireendeiner dort eültıren etwa der Blasıussehen l,ösune bekannt. 
7 

Nach dem oben geschilderten Verfahren sei _ (#,.y) an der Ausgangsstelle = = .x, des Fort- 
0 . 


setzungsverfahrens berechnet worden. Denkt man sieh «(#,y) für einen bestimmten Wand- 
abstand „= y. um ===, in eine Potenzreihe entwickelt: 


MI. Yr) h, 2 I, nr Ln) I, ir, ur N h, Ip N Fe. 
so erhält man bei der gewöhnlichen Weiterentwicklung von # (.*,, 9.) mit dem ersten Gliede 
der Taylorreihe: 


via, 7 | I Ye) WIE. Ne) Kin M, ° | 2 h, „1 b, | = 


man kann jedoch bei gleichem Arbeitsaufwand mit den bekannten Größen eine im allgemeinen 
bessere Näherunge erzielen. wenn man ansetzt: 


Q H 
ulr, + Ar. Ye) u (a, |, We) —i2,.9o)-2 l.r 
. (2.8), 
l, — h, . | l,, . | ‚r” h, . | xr® m, ’ | 


d. h. wenn man an Stelle der Taneente die in Bild 1 gezeichnete Sekante treten läßt (man 
beachte hierzu die Gestalt der Kurven u (#r, 9.) unseres Beispiels in Bild 6). Als nächster 
Schritt folet dann: 


el, +2 Az, y)= ul, Ye) rs, +48%,4): 248 
usw. Selbstverständlich läßt sich das Verfahren ver- m“ 
bessern, wenn man einen größeren Arbeitsaufwand ın 
Kauf nimmt. Wir haben uns jedoch bei dem unten 
folgenden numerischen Beispiel mit dieser Näherung 
beenügt. Sıe erlaubt, der Genauiekeit der Anfangsdaten 
und der benutzten graphischen Verfahren entsprechend, 





die Lösung innerhalb einer Genauiekeit von 1"/, bei be- | 
[riedieend eroßen Schritten A. herzustellen. Beträgt der 


1} 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 


zulässiee. auf das zueehöriee u bezorene Fehler des Fort- 





setzunesverfahrens e. so eeht die Schritteröße proportional BET Lo dx Io Lutrlx 


es, vorausgesetzt, daß der Fehler in der numerischen Bild 1. 


0 H 


Berechnung von 5, »2Ax selbst diesen Fehler nieht übersteigt. Letztere Erwägzung wird 
VO & 


. 
. . . . ET .. OH .. yr . x 0 
bei unserem Beispiel in der Nähe der Ablösungsstelle, wo )_ , rasch anwächst, für die Größe 

VO x 


des Schrittes 1x mitbestimmend. 


li. Praktische Erprobung des. Verfahrens. 


3. Die Blasius-Hiemenzsche Lösung für den in eine gleichförmige Strömung eingetauchten 
geraden Kreiszylinder. Zur Erprobung des Verfahrens wurde die von Hiemenz') gemessene 
Druckverteilung am Kreiszylinder gewählt. Bekanntlich liefert die Blasıiussche Lösung für 
diesen Fall die Ablösungsstelle in guter Übereinstimmung mit den Messungen, obgleich die 
Geschwindigekeitsverteilung innerhalb der Grenzschieht nieht mehr bis zur Ablösungsstelle 
richtig wiedergegeben wird. Da unser Verfahren auch dort verwendbar bleibt, wo die 
Blasıussche Lösung völlig versagt, ist mit der Erprobung an diesem Falle, der Vergleichs- 
möglichkeiten bietet, auch eine allgemeine Beurteilung des Verfahrens gegeben. 


Der bei den Hiemenzschen Messungen benutzte gerade Kreiszylinder hatte einen 
Durchmesser von ?2r=9%75 em und war ın einen eleiehförmieen Wasserstrom 6 VOL) mit 


FI 


der ungestörten Geschwindiekeit von U, [9.2 em/see einzetaucht (Re 3360). Für 


. 
die Geschwindiekeitsverteilune “(r) am Äußeren Rande der Grenzsehieht eibt Hiemenz 
auf Grund des gemessenen und ın Bild 2 wıederzerebenen Druckverlaufes den Ausdruek an: 


BERSBFEEHEEE 3 05 win ea 


mit u, =4,15l: u, VOII: u. 0.0003300, und zwar für 02T em in Überein- 


11) KK. HBiemenz; 88%. 
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stimmung mit den Meßresultaten innerhalb 0,4°/, bezogen auf die erößte Geschwindiekeit 
(siehe Bıld 3). Für den Druckgradienten ergibt sich hieraus 


















d p’ \ av | ) cs) 
dx 20% 19.0) 
mit p, 31,14; p, = 1,286; pP, = 0,008092 '?); pP. VOOOLIST: pP, 0,OOOOOOS44D. 
Bild 2 (links). Druckverteilungam Kreis 
zylinder nach Hiemenz. 
8 X Bild 3 (unten). 
( Une 04 \ 5 
c=7 n4 3 4 6 & 30) er 
X HL 80 700 25! 4 
| 
2 20) 
u | 
75 
u 70 1 N \ . N N | 
- — — 1 nach den Messungen von ffiemenz 
wr 54 U nach (3.1) berechnet 
r a: Vz |2 1,3) 4 S3 6 |7 8, 
NY 00:0 20 0 w 50 60 7% 80 90 700 
16 A9.3 
Die Blasiusseche Lösung macht für die Stromfunktion y den Ansatz: 
' v1, 2TWYs; 4 Q. * le, te 
wobei die y', Funktionen von 9 darstellen, und somit 
H TE 4 U. x’ TIP a... 
(3.4. 
.) n ” ‚a 
v=y, 79y,X” zuyw,a je 5% | 


Durch Einsetzen in (11) gelangt man zu Differentialgleichungen für die y,, die dureh ge- 
wisse Transformationen von den speziellen Daten des Problems befreit werden können '). 
Die von Hiemenz durchgeführten numerischen Integrationen wurden von Howarth fort- 
oeführt (und auch auf den allgemeinen Fall eines nieht zur Strömungsriehtung symmetrischen 
Körpers erweitert). Mit diesen Funktionentafeln sind die ersten drei Glieder der Reihe (3.3) 
erfaßt. Bei der Bereehnung der Blasıus-Hiemenzsehen Lösung am Kreiszylinder haben 
wir die Howarthschen Tafeln'’) zuerunde geleert. 


4. Einführung dimensionsloser Größen. Um einen bequemeren Zugang zu den genannten 
Funktionentafeln zu haben und um gleichzeitig dimensionslose Größen einzuführen, setzen wir: 





1 
A UM, ai 
! ] 71 .,) 2 
7 I \': 
T "=I—| vv, 1... 22.2 Tr... N, 
HM 7 
‚ I’ 
N OU, 
mit /= lem, w,=u,T= 4.151 em/see. Dann geht die Differentialgleichung (1.1) über in 
N N / N? 
eu cu (ty) OU 
7 H® a = (4.2), 
Or O0y dx of 


wenn wir hier wie ım foleenden die Striche wieder fortlassen. Setzt man mit diesen dimen- 
e \ y y” 

sionslosen Größen wieder eine Reihe der Gestalt « a,(e)" , an, so gehen die Koeffi- 
nz r 


zientenbindungeen aus den unter (2.4) anzeeführten hervor. indem man die Größe v überall in 


| „an, ArEn 
(24) streicht und fr) mit identifiziert. 
ca 
1?) Bei Hiemenz a.a.0. S.17 mit einem Druckfehler wiedergegeben. 


13) Wie zuerst Howarth allgemein erkannte, a.a.0O.S.7Tff. 
1%) J,.. Howarth: 8.2.0. 8. 51152. 





Z. angew. Math. Mech. a “ü ; 5 ; . . 
Bd.19 Nr.3 Juni 1939 Görtler, Weiterentwicklung eines Grenzschichtprofils 135 








5. Gültigkeitsbereich der Blasius-Hiemenzschen Lösung. Um zu prüfen, bis zu welchen 
x-Werten die Blasıus-Hiemenzsche Lösung als Ausgangslösung übernommen werden kann, 
kann man zunächst eine rohe Schätzung des durch Abbruch der Reihe (3.3) nach dem 3. Gliede 
gemachten Fehlers vornehmen, jedoch sind dabei Annahmen über die noch nicht berechneten 
höheren Glieder notwendig. Einen zuverlässigeren Fingerzeig erhält man, wenn man unter- 
sucht, inwieweit die Blasius- Hiemenzsche Näherungslösunge den Bindungen (2.4) genügt, 
und hierzu bietet sich die erste und wesentliehste Bindung: 


"u dp 
Ö y° yzWı dx 


nd . rg ’ ..y ud ( u | 
als leicht nachprüfbar dar. Aus den Howa rthschen Tafeln läßt sıch y unmittelbar be- 
( 


O’u 
. ableiten kann. Das Ergebnis 
Ö Y y—V 
der Nachprüfung ist in Bild 4 aufgetragen. Man erkennt daraus, daß gute Übereinstimmung 
nur bis etwa 2 =4,5 besteht und daß die genannte Bindung von hier ab in rasch zunehmen- 
dem Maße verletzt wird. Der Genauiekeitsforderung unserer weiteren rechnerischen und 
graphischen Verfahren entsprechend, mit der wir den maximalen Fehler eines Schrittes unter 
| ’/o der zugehörigen Äußeren Geschwindigkeit @ (x) zu halten beabsichtigen, nehmen wir die 
Blasius-Hiemenzsche Lösune im Bereiche = ..=45 als Auseaneslösune an. Dies ent- 
spricht einem vom Halbmesser nach dem vorderen Staupunkt aus gemessenen Zentriwinkel- 
bereich von rund O0<Za=55° Das Druckminimum befindet sich bei @«=71" (siehe Bild 2) 
und Ablösung wurde kurz vor 2 =7 (a=8S0" bis 82°) beobachtet. 


rechnen, woraus man mit hinreichender Genauigkeit 


6. Die Schrittgröße. Bei der Annäherung von u(#,y) dureh die gebundene Reihe 


ur . i Er ol: e 
\ a, erzielten wir mit den Gliedern bis Ag y° einschließlich jeweils eine Uberein- 
ei v Br 


stimmung im Bereiche von y=0 bis zu Werten zwischen 1,6 und 2,4, wobei eine Abweichung 
der Reihe um maximal 0,5", bezogen auf das zugehörige « (.), zuzelassen wurde. Diese Ge- 


7 ou ". 
nauiekeit war notwendig, um y und >; mil hinreichender Näherunz zu erhalten, deren 
0 oy° 
Berechnung bis durehsehnittlich „== 1.4 aus der Reihe erfolgte. 
oT; ne A 
Innerhalb der Grenzschiebt wurde n durch sorgfältige graphische Differentiation ge- 
0) ? 


wonnen '’), worauf die erhaltenen Werte an die aus der Reihe von der Wand her berechneten 


Werte angeschlossen wurden. Nach demselben Verfahren wurde dann der Verlauf von 
ou O7; 


ermittelt. Die zur Bildunz von ‚ „ erforderliche Integration wurde graphisch ausgeführt. 
( x 


O7 
Im Bestreben, den Fehler unter 1°/o zu halten '*), wurden folgende Schritte auszeführt: 























5 | | | Ö 
/ " L lc=u 
4 dx FH 
I 
32 nach / 
3 EZ ap Blasius-Hiemenz | : 
. Ly ur, Den Ar | a" 
| 1.5 7) 0.5 n.88 
1.5 > 5.5 0.5 5.88 
5.25 5.5 3.75 0.25 204 
5.5 2.75 5 0.25 2094 
5.75 6 6.25 0,25 204 
6 6.25 6.> 0.25 2094 
3 | | | BR | | 6.35 6,5 6,65 0.15 1.76 
Ays14 
Bild 4. 6.55 6.65 6.75 0.1 1.18 


15) Naeh ©. Runge (Graphische Methoden, Leipzig und Berlin 1915, S. 112) dureh mehrfache Sehnenbhalbierung 
durehgeführt, liefert die graphische Differentiation bei einiger Übung zuverlässigere Ergebnisse, als im allgemeinen 
angenommen wird. Dieses Verfahren wird übrigens schon von Lambert angegeben, siehe seine „Beiträge zum Ge 
brauch der Mathematik und deren Anwendungen Il“, Berlin 1770, 9. Abhandlung, $ 21 und Tafel II, Figur IV 

16) Wie bei allen Verfahren der schrittweisen Fortsetzung können sieh natürlich die bei jedem Schritt gemachten 
Fehler addieren. 
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Bei Jeder Schrittverkleinerung mußte ein zusätzliches neues Profil berechnet werden (bei 


r 2.25: 6.535: 655) Dies zeschah mit wenie Mühe. indem das zeeienete. bei einem be- 

stimmten «a 1.5 eelerene Blasıus-Hıemenzsche Profil von dort mittels der bereits be- 
Ö ! rın r . un . . 

reehneten \ -Tafeln bis zur gewünschten Stelle weiterentwickelt wurde, also z. B. zur Be- 
0) x 


reehnune von u 'x 


H H 


\ 1.25 pa ( “Ad \ 1.9 Gl ( ss ' ) \ 


Die Schritteröße wurde zunächst alleın durch den Fehler der Fortsetzunesmethode 
selbst bedingt, über den bereits im Abschnitt 2D gesprochen worden ist. Man ist natürlich 
von vornherein darauf anzewiesen, sie zu schätzen, und der nachträeliehen Kontrolle mußte 
es vorbehalten bleiben, streng zu prüfen, ob die gesteckte Fehlergrenze eingehalten wurde. 
Durch graphische Differentiation des errechneten «"-Verlaufes haben wir uns davon überzeugt, 
daß der auf a bezorene maxımal zugelassene Fehler von 1"/o nirzends erreieht und fast dureh- 
wer weit unterboten wurde. Für die beiden letzten Sehrittverkleinerungen und das Ab- 

N 


H 


. 
breehen «des Verfahrens war das außerordentlich rasche Anwachsen von z bedinet dureh 


0) 

den sehr plötzlichen Druckanstieg am Kreiszylinder hinter @=6 mit verantwortlich; der 
) \ 
in den graphischen und reehnerischen Methoden liegende Fehler des berechneten x fällt 
demnach immer mehr ins Gewicht. und weitere Schritte brauehbarer Länee können mit den 
benutzten graphischen und reehnerischen Hılfsmethoden innerhalb der gesteckten Fehlergrenze 
nicht gemacht werden. Mit einem Fehler von maxımal 2°/ bezoren auf rw kann man noch 


bis 65 kommen (#„=6»: #,.:,76.69), eine Genauigkeit, die man jedoch auch dureh 


) 


luxtrapolation erzielen kann. Bei „= 6,S0 findet die Ablösung statt (a S0°). 








n 7 2 3 2 u 5 v2 7 
Bild Verlauf der Fuı ) Y) 
7. Die Ergebnisse der Kechnung. Der Ver- Zahlentafell. 
Ou Verlauf der Funktion «, (z) und Vergleieh mit den 


all er F | Fr st ı ) 5 ı . . ; 
lauf der Funktion a, (.*) AT tin Bild 5 Blasius-Hiemenzschen Werten. 


ıml Zahlentafel 1 wıedereeeeben: Die ve- 








strichelte Kurve stellt den Verlaufauf@Grund der Br; ur i DENE Be B, H. 
Blasıus-Hiıiemenzschen Näherungslösung 

dar, ausgezogen ist die von uns ab .r = 4,5 dureh 0 0 1. 3.68 3,61 
schrittweise  Weiterentwieklung bestimmte 0.9 0,61 > 3.46 3.42 
Funktion. Wir erkennen zunächst die Über- 1.21 I. 3.00 3.00 
einstimmune der Kurven in «= 4.5: darüber 1.9 1.79 2.19 2,16 2.09 
hinaus rücken beide Kurven nur sehr langsam Z 21 6 2,40 2,51 
voneinander ab, eine Bestätigung dafür, daß die 2. 2.78 6,29 1.90 1.84 
Blasıius-Hiemenzsche Näherungeslösung den > 3.14 6.9 ‚od 1.2.) 
Grenzschiehtbindungen ın .«==4.»noch mit zuter 3 3.49 6,69 0,89 v1 
Näherune genügt (siehe hierzu Abschnitt 5). | 3.61 6.79 0,50 0,64 
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Da beide Kurven von Bild 5 sich überschneiden, weicht die von Hiemenz berechnete Ab- 
lösunesstelle (= =6.077: a==82") von dem Ergebnis der vorheeenden Rechnungen ( = 6.80: 
A S0"’) nur wenie ab Beobachtet wurde die Ablösunze zwischen SO" und 82°, 


N 
| | u. | | 
Es sei noch bemerkt, daß | für #>.r , negatıv von großem Betrage wird, daß somit 
OxX 
die Näherung (2.5) für « zu groß zu erwarten ist, die Ablösung also innerhalb der Genauig- 
keitsschranken eher früher als später stattfindet. Dies gilt jedoch nur, wenn man das 
Hiemenzsche Polynom (3.1) für a (#) bis „= ==. , als gültig betrachtet. Es ist in Wirkliehkeit 


so, daß der beobachtete Verlauf von a (r) nach einem vor #65 liegenden Wendepunkt 
in eine Waagerechte ausmündet, das Polynom aber mit entgegengesetzter Krümmung nach 
Null zusteuert (siehe Bild 3). Für den Druckverlauf gilt das Entsprechende, es wird also 


dy 
bereits vor 2 = x der Wert von ] (und erst recht jener der höheren Ableitungen) von dem 
. (it ,# 
69 | 
des Hıiemenzschen Polynoms abweichen, und zwar wird kleiner einzusetzen sein. Die 
ng 


Ablösung ist also später zu erwarten als auf Grund des Hiemenzschen Polynoms. Eine 
eenauere Untersuchung zeigt jedoch, daß die genannte Abweichung des der Rechnung zu- 
erunde welegeten und des beobachteten Druckverlaufs keine die Genauiekeit unserer Rechnungen 
in Frage stellenden Fehler bringt, sondern von der Größenordnung des oben erwähnten, in ent- 
vereneesetzter Richtung wirkenden methodischen Fehlers bleibt. Wir konnten uns also bis 
zur Ablösungsstelle mit dem Hiemenzschen Polynom begnügen. 

In Bild 6 sind die Kurven « (, 9.) für verschiedene Wandabstände y. wiedergegeben 
(Blasius-Hiemenzsche Näherungslösung gestrichelt, von uns berechnete Fortsetzung aus- 


cn 











“u 
ZU a N \\ 
dJ un 32 + 
ZI u \ 
DH er ausm ie \ 
al 0 a EEE EP * 
2 r — — 
CC —I——-IZ INS | 
A Aa a — u ann. - \ 
1 BEE a i 
ST NEN 
TE - BE as ei \\ 
ET _- | In 
un 7 2 3 2. 4 Tr 
sild 6. “ix, y) für verschiedene Wandabstände %. 
y i 70 1 u — 
eezogen). Die eingetragenen Punkte kenn- u 
zeichnen die Schritteröße, die bei den Schritt- 08 nn a 
' ; A . 
verkleinerungen berechneten Zwischenpunkte 3% 6 au 
. i 4 j ; N : / 9 % en 
(siehe Abschnitt 6) sind nicht eingezeichnet. 0 I; er 
er, Mr ae u/ü ai 
Um einen Überbliek über die Veränderung 2 | SINE 
E : i j > j 7 
der Geschwindigkeitsprofile mit wachsendem Lo 
zu geben, sind in Bild 7 einige der berechneten 02 >“ 
und auf das zuzehörige a () bezogene Profile Ä rt 
wiedergegeben. Das Profil an der Ablösungs- 0 0 0 20 Eh 
stelle 2=6,5 wurde durch Extrapolation ge- u. J 
wonnen. Bild 7. - eh für verschiedene Werte von x. 


HAÄX) 
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Zahlentafel 2. berechnete Geschwindiekeitsverteilune #(.r, %). 








a 1.5 > 474, 2.75 5 6.2) 6.) 6.60 6,79 6.8 
() () () 0) () 0) () () () () () 
w IK (1,66 0.59 0,54 0.47 0,39 0,27 0,19 0,08 0,02 
\.4 1.29 1.25 1.14 1.06 0,94 0.79 0.58 0,43 0.23 0.09 
6 1.8? 1.79 1.65 1.5 1.41 1.20 0,92 0,71 0.43 0.24 
I.8 9.27 >25 2.12 2,00 1.84 1.59 1.27 1.02 0,68 0,45 
1.0 265 >65 2 54 2,41 2.24 1.95 1.62 1.34 0.96 0.71 
1.2 2.95 7 >90 2.77 2,60 2.34 1.98 1.65 1.27 1.02 
1.4 3.19 3.24 3.20 >08 2,94 2,67 2.34 1.09 1.61 1.34 
1.6 3.38 3.47 3.46 3,99 3.24 2.97 2.66 2.31 1.04 1.66 
IS 2359 3.63 3.65 3.56 347 3.23 2.94 2.61 2.25 1.98 
() (9 .76 Sl 1,14 3.67 46 ).19 2.89 2.54 2.28 
>92 3.71 3.86 3.94 3.80 3.089 3.66 3.41 3.14 2.82 2.56 
2.4 3.19 3.92 1.02 3.99 3.9) 3.81 3.09 3.35 3.05 2.83 
>66 3.78 3.07 1.09 1.07 1.04 3.93 3.14 3.583 3.21 3.06 
IN 3.81 1.01 1.14 1.14 1.12 1.03 3.87 3.69 46 1.28 
0) 3.83 1.04 1.17 1,18 1.17 1.10 3.97 Sl 62 1.44 
3.2 3.83 1.05 1.19 1.21 1.21 15 1.04 01 3.75 .62 
3.4 3,N4 1.06 1.20 1.23 25 1.19 1.10 90 3.8) 3.14 
3,6 3.84 1.07 1.21 1.24 4) 1.22 1.14 1.05 3.93 3.84 
3.8 3.84 1.07 1.21 1.25 26 24 1.17 1.09 1.00 3.93 
\ 3.84 1.07 1.22 1.26 „28 1.27 1,24 ‚20 1.17 1.15 


Kinen Vergleich einiger Profile mit jenen der Blasius-Hiemenzschen Näherung geben 
die Bilder Sa bıs d. Es seı bemerkt. daß Howarth a. a. 0. einen Vereleich der bekannten 
v.Karman-Pohlhausenschen Näherunze mit den Blasıus-Hıiıemenzschen Profilen dureh- 
eeführt hat: die von uns berechneten Profile verlaufen zwischen den beiden genannten, 
woraus hervorgeht, daß die v. Karmäan-Pohlhausensche Näherune die Geschwindiekeits- 
verteilune in der Grenzschicht besser wiedergibt, als bisher anzunehmen war. 


“ Br 
| Blasius-Hiemenz sr 
| “ 
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Das durch die vorliegenden Rechenergebnisse erprobte Verfahren zur Weiterentwieklung 
eines Grenzschiehtprofils bei vorgegebenem Druckverlauf liefert die Ablösungsstelle und die 
Geschwindiekeitsverteilunz innerhalb der Grenzschieht mit befriedieender Genauiekeit bei 
Schritten brauchbarer Größe und kann somit als geeignet angesprochen werden, dort Ver- 
wendune zu finden, wo die Blasıiussche Lösung versagt. Wie bereits betont, kann man 
das Verfahren bei erhöhtem Arbeitsaufwand weitzehend verbessern, bei der hier geehandhabten 
und im allgemeinen ausreichenden Genauigkeit der graphischen Hilfsmethoden war jedoch 
eine Erhöhung des Arbeitsaufwandes dureh Verfeinerung der Fortsetzunesmethode nicht ge- 
rechtfertigt. Wir benötigten pro Schritt etwa 10 Stunden; dieser Zeitaufwand wurde im 
wesentlichen durch die mühsame Bestimmung der Reihenbeiwerte a, bedingt. Bei Strömungen 
mit sanfterem Druckanstieg als in dem benutzten Beispiel gestattet die Methode durchaus, 
die Strömung auch ein Stück Wegs über die Ablösungsstelle hinaus zu verfolgen, soweit dies 
jeweils mit den Vernachlässigzunzen der Grenzsehichttheorie zu vereinbaren ist. 

leh möchte nicht versäumen, meinem hochverehrten Chef, Herrn Prof. Dr. L. Prandtl, 
für die Anrerune zu dieser Arbeit zu danken. 


Zusammenfassung. 


Ks wird ein in seinen Grundgedanken auf einen Prandtlschen Vorschlae zurückzehenides 
Verfahren zur Fortsetzung eines gezebenen Grenzschiehtprofils bei gegebener Druckverteilung 
in seinen Einzelheiten entwickelt und am Falle des von Hiemenz gemessenen Druekverlaufs 
um einen in einer gleichförmigen Strömung eingetauchten geraden Kreiszylinder praktisch erprobt. 
Das Verfahren erweist sich als gut brauchbar, wenn auch noch mühsam, und westaltet die 
Bereehnune der Grenzsehieht bis zur Ablösunesstelle mit beträchtlicher Genauiekeit. 


Anhang. 


Wir geben in folgendem die Ausführung eines Schrittes wieder und zwar an der wahllos heraus- 


eeoriffenen Stelle .r 6. 
j , dd » _. d? p dl’ » hu B i 
l. Nach (3.2) ereibt sich VU949T. - 1.822, 0.6162, und das in Abschnitt 2 B be 
ah d z;* dd 7° 
schriebene Näherungsverfahren liefert: 
2 (dl, * (l- ER 
a, = 2,39 (II); 1 0,1720 (II); = 0.005371 | 
‘ us 
d u k (l. u ds 
= 0,04748 (fest); -— — 001274 Il 0,003283 | 
& >; 
(dl, . Ay - » d, nm 
() (fest): 0.004807 (fest): VVOOOBH6HL (LIND). 
3! 6! 91 


In Klammern ist jeweils angegeben, um welche Näherung es sich handelt. Mit diesen Werten wurde 
eine gute Äpproximation des aus den vorangegangenen Schritten sich ergebenden Geschwindiekeits 
profils u(6,y) bis 4 1.6 erzielt. (Maximale Abweichung 0.26°/, bezogen auf #(6).) In der ersten 
Spalte der folgenden Zahlentafel 3 ist das vorgegebene (6, y), in der zweiten Spalte die dureh die 
Reihe erzielte Näherunz angeführt. Bild 9 gibt neben (6,4) den Verlauf der Näaherunge zestrichelt 
wieder. ‚ 

2. Für die dritte und vierte Spalte wurde von y=V bis Y Il die Reihe allein herangezogen. 
hieran anschließend die dureh graphische Differentiation nach bester Schätzung ermittelten Werte, die 
sich bereits weit vor Y I gut mit den berechneten Werten deckten. Zur sechsten Spalte bemerken wir, 
1 jo’u dp, 27 


daß — - _, 
„2 \0 9? def y=0 2 0,° 








Bild 9. Bild 10. 
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OH 
/ entafe .) ‚estimmun® vo 
Or \ j 
\ "a,y 7 OU dp I jo’u dp) ou [1 Joru dp\ F 7, 
B ee: y | a7 O4 da u \08 7 ds) oy | 2 \0 4? d.r| I ur; 
m 
() () () 395 () () () (0) 
0.2 VA VATT 237 0.071 0,149 0,160 0.309 
0.4 943 (0.947 > 322 0.242 0.256 0.292 0V.D48 
6 1.408 1.103 2.233 0.497 — 0.326 0.393 0.719 
8 1.253) 1.837 > 10 65 0.362 0.460 0.822 
1.0 2.257 2.241 1.932 0,822 0.367 0.492 0.859 
1.2 >60] 2.012 1.192 0,927 0.356 0,499 0,855 
1.4 > 0473 2038 1.392 DREHTE 0.358 ().48] (0.819 
1.6 3.237 3.237 1.335 1.022 0,516 0.442 0.798 
1.N 3.473 3.225 1.104 0.001 0,285 0.384 0.669 
NV 3.670 U.SSN 0.887 (24? ).32> 0.56] 
3 3.835 0.69 0.744 — (),194 0,261 0.499 
>. 3.04) 0,947 1.6004 0.194 0.209 0.363 
2,6 1.043 0.421 0,48) 0.121 0,164 (0,285 
IN 1121 0.313 0.383 0.003 0.124 0.217 
3,0 1,171 0.222 0.285 UGS 0.089 0.157 
3.2 1.206 0.156 0.198 0.047 0.063 0.110 
3. 1.220 0,105 0.119 0,027 0,044 0.071 
6 1.247 0.076 0.040 0.009 0.031 — (),. 040 
3.N 1.259 U? 0.023 4 0.005 0.02] 0.016 
£ 1.283 V.OOU 0.095 0.022 0,000 (). 122 
Zahlentafel 4 Berechnung von u „_.6>»5- 
10 | 10% 
/ HH 7 Zi 7 
N 2 or 6 \ 1 \ 19 207% 6 X ( } 
| 
() () () () >22 | 3.890 0.228 3.662 
(1,2 0.40 0,15. 0.58 2.4 | 3.495 0,182 9.11 
(0.4 1.061 (1.274 0.787 2,6 | 1.075 0.142 3.933 
6 1.555 0,350 1.196 2.8 | 1.158 0,108 }.U50 
0,8 >.004 0.411 1.593 3.0 | 1.181 0.078 1.103 
1.0 > 413 0.430 1.083 3.2 {.209 0.059 1.154 
1.2 IT 0,428 2.342 3.4 1.229 0.056 4.195 
1.4 2,084 0.410 2.674 3.6 | 1.242 0.020 1.222 
|. 1,350 1.379 2.071 3.8 1.252 0,UOS 1.244 
I.N 3.264 0.594 3.250 N 1.269 — (0,011 1.275 
U HH 0.282 462 
N 7 
3, Aus - wurde berechnet (siehe Zahlentafel 4). Was den zulässigen Rechenfehler 
vEmr b \ b,2. 


betrifft. so beachte man. daß eine Genauigkeit des # „__g.,, von 1% bezoren auf %# (6.25) hier ledirlich 


eine solehe von 10% des bezoren auf seinen maximalen Wert erfordern würde. eine Genauie- 
c AM t 


keit. die weit unterboten wird. Hinzu kommt der methodische Fehler des Fortsetzungsverfahrens, der 
' ) 


aber hier ebenfalls klein ist (er wurde nachträglich zu maximal 0,2% bezoren auf 26,25) bestimmt und 
kann während der Reehnung nur grob geschätzt werden). Obgleich bei diesem Schritt (mit Jr 0,25 


der Fehler klein bleibt, mußte bereits nach einem weiteren Schritt derselben Länge die Gröbe von dr 
“ 
CH : i : i R n = . r . ° 

herabzesetzt werden. da | hinter dem Druckminimum sehr rasch anwächst. Da bei jeder Schritt 
g 

änreenänderung ein ısätzliches Geschwindigekeitsprofil berechnet werden muß (siehe Abschnitt 6), ist 


es anrenehm. Schrittlängen zu wählen, die für mehrere Schritte beibehalten werden können. 441 
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Ihe Flexure and Torsion of aBeam Whose Cross-section 
is a Limacon. 
Bv D. L. Holl and D. H. Rock ın Ames (lowa). 


Zusammenfassung: Trefftz hat dureh Einführung der energetischen Definition für die 
torsionsfreie Bieeune eines freitragenden Balkens eine Ermittlung des Schubmittelpunktes 
angegeben, die nicht von der Querkontraktionszahl abhängt. Die Verfasser verwenden diese 
Bereehnungsmethode für den Fall, daß der Quersehnitt des Balkens eine Epizykloide ist, die 
dureh Abrollen eines Kreises auf einem festen Kreis von gleichem Radıus entstanden ist. 
Die Torsionsspannungsfunktion wird nach der St. Venantschen Theorie gefunden, und aus 
der Torsionsverwölbung wird der Schubmittelpunkt bestimmt. Dieser wird auch aus der 
Schwalbeschen Formel berechnet. Unter Benutzung der Biegungsspannungsfunktion werden 
die beiden Fälle der symmetrischen und der antisymmetrischen Belastung behandelt. In den 
so gewonnenen Formeln sind die Ergebnisse von W, M. Shepherd für die Cardioide als 
Spezialfall enthalten. Am Schluß werden die Randspannungen für verschiedene Querschnitte 
graphisch dargestellt. 


Introduction: In this artiele the authors determine the torsion and Nexure funetions for 
a beam havine a eross-seetion in the form of a limacon. A ealeulation of the shear eenter 
in the case of asyvmmetrical loading of the beam is made in accordance with the method 
given bv E. Trefftz') in which the shear center is found independentlv of Poisson's ratio » 
and of the loading. The method emploved throughout eonsists in mapping the limacon from 
the z-plane upon the unit eirele in the "plane. The resultant tanzential shearine stress is 
caleulated for several forms of the limacon in both the asymmetrical and symmetrical 


loadıng cases. 
The Mapping: The equation of the limacon Is 


PER u a en Er 
in which 3 is measured from the positive direetion of the „-axis toward the raxis, anıl 


„—=a+rcosPp, yarsın)d et a 


Equation (1) reduces to the eardioid when b=2a, to the external limacon when b> 2a, and 


to the limacon with a double point when b<2a. 
The transformatıon 


RT a id en ee ee 1 


continuously maps the unit eirele in the »-plane upon the interior of the limacon in the z-plane. 
The inverse transformatıion 
2 aw h | I’ laz N ee 


maps the z-plane upon a two-sheeted surface in the w-plane which is Joined at w=bl2a. 
Eee sinele-valued Mapping 111 \ he obtaınd ıf the restrietion I, 2a IS ımposed. 
Therefore. lettine 1 o (cos) t ESın®O). the transformatıon to be used IS 
s l, 0 COS (-) A 0° cos20%, „ I u sin 9 Ad u” sın 20 DE Eee .. . 
The element of area d A or d.r dy becomes 
(hF tab O COS J+4a’ 0") e Ad E do ‚ 


and the Laplacıan Ig (x, y) becomes 


‚(9 
. Go N ‚9 z 
"age 
It is important to note that points on the boundary ofthe hmacon with veetorial angle 
> eorrespond to points on the unit eircle with the central angle ©. 


Torsion of tie Beam: Tlie pıoblem of finding the twisting moment and the shearing 
stresses when the prism is in pure torsion becomes the problem of determining a funetion 
which is harmonıe within the Iımacon and which attains the boundary value 


Gwo.. Go 


yet) =, erg ZaborcosM=1. . .» . . . (6), 


where @ is the shear modulus. and © is the twist per unit length of tlıe prisin. (Barred 
funetions shall heneeforthi indieate the boundary value of the funetion.) 


ı)\E. Trefftz, Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (193) 8. 220. 
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This problem can be solved with the aıd of Green Ss formula 
ang Io :—-dse+1GAoedady ..:. : > a. 0 25 


where @ is the Green’s funetion for the region in question. The second integral vanıshes 
Iı\ YestSoNn of j beine harmonie wıthın the ree1on. Now In the w-plane equation (‘ becomes 
Poisson'’s inteeral: 


{ (] o)da 


-) ! 
an n A i ’ : : (S). 
\ | + 0" > ocosla ()) 


In the work to follow repeated use wıll be made of the general ınteeral: 


etn«@(d dA 


\; —— — orein® , . . 2. 2 2 2.2.9). 


ro 20008 (a () 0" 


The solution of the torsion problem is found by employing equation (S) when the boundary 
value ( Is inserted: the soll .1on 18 


(rw 


(0, : = (a? + b? BEDBEEN . x = 3 8 5 A 


This result may be transformed to the z-plane, but in general it is simpler to determine 
explieit values in the »e-plane for partieular points of interest in the z-plane. 


The torque about the origin of the reetangular axes is given by the formula 


M; 2((Pdx dy re © 
where 
(rw 4 " 
Di Be ae 


I ») 


The result for the general limacon ıs then 


M,=nGwo(W+b2 +20) . . . » 2 2 2 200. 0. (13). 


\When 5 2a the Iimacon approximates a eircle of radıus b and the torque ıs ın this case 
ı(z (!) ü e , . . i r . . 
„.b*: for the eardioid (b=2a) the torque is I7aG oma" which agrees with the result 


obtained by W. M. Shepberd?). 


The funetion Wo, ©), whieh is conjugate to @ (0, ©) in the sense ofCauchy-Riemann., 
can be shown to define the displacement of the eross-section In the normal direction. By the 
Cauehvy-Riemann relationships and (9) the displacement funetion 15 


Wo, ()\ nah O0 sın I + constant DA Boiler nu 1 ZEE 


1 The Shear Center in the Bending of the Beam: I re [ft z°) has 
shown by energv econsiderations a method for determining the 
shear eenter by using the displacement funetion W. In this 
method the shear eenter is found independently of Poisson's 
ratio and of the loadıng. 

l,et the beam be loaded as shown in Fig. I with the 
load P aetine in the negative direetion along the „-axis. Then 
the distance E of the shear center from the raxıs Is given by 


Be t ‚ 


un aaeday oe A 


where 7, is the moment of inertia of the eross-section about the 
axis ofsvmmetry, the «-axis, and Wis the displacement function 
defined by (1. "The value of I, is 


Fig. ] / 





r " dedy= (4 +at/2+3a? 2). . . (16). 


2), W. M. Shepherd: Proe. Roy. Soc., Ser. A, ve l. 154 (1956), p. 00. 
», #5, Trefftz: 308. eit: 
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The ıinteeral desienated in (15) ıs 
| Nydedy Goab| o sınY (bo sın ao’ sın 29) (b’ H- a’ 0" la bocosO)) od da 
(1). 
Go ab’ (a? + b’) | 


Therefore the value of (15) is 


ab? (a? + b°/4) 


& en (15). 
bit + a2 + 3u” 2 
Ara 6 uni 37 
In the spectal case of the eardioid & > a from the oriein of the reetanzular axXecS Of 7 A 


to the left of tlıe pole. 


Another method for the determination ofthe shear center independentlvy of Poisson’s 
ratio and the load is due to W.1L,.Schwalbe?) This requires a funetion which is harnmıonie 
within the JIimacon and which has the boundary value 

> r 
Yı 3] \r az + constant -. : : “3 © 2 2 2. IB. 
u 
The constant appearing above is of no eonsequence. In the w-plane the boundary funetion 


becomes 


u P I/5 5. 8 , We... Bd 
pP, 3] | er «bt ( bh") cos () | ( a" —+ M b’ | cos I(J)- | [> a’lı E WW | eos 30 
sl, pr 2 ) 
(0). 
al? cos4o) «"beosda 0) - (> a” cos6 | — constant 





The applieation of Poissons integral formula results merely in the multiplieation of the 
term in n Obv 0" 


Now the shear center ıs found by using the formula: 


5 s \\. drdy = rdy ydı) \\ re daedy (21) 

er 25 ee naher Ze 21.))° U 
If this equation is evaluated, the same value of the shear center is obtained as by the 
previous method-equation (18). 


The Shearing Stresses Accompanying Flexure: a) Asymmetrical Loading. For the case 
of asymmetrical loadıng ofthelimacon as shown in Fig. 1, the shearing stresses are given by 


> 


w \ 4? 
where the funetion 9, must satisfy 
Ip, - (7 = | E- 57 \ dat (23) 
The eonstant .r, is the centroid of the Prandt| soap film’) for the torsıon problem: 
IrPdxdy a (a? b? + b*|2) 
u St P,dxrdy a +2 +2a? 2 (4), 
where P ıs the funetion defined by (12). 
In order to have the flexure function harmonie, let a funetion y, be defined by 
#yt ey r 
vıTYırg I. 1+r (9), 


1), W. Il,. Schwalbe, Z. angew. Math. Mech. Bd. 15 (1935), S. 138. 
5 5. Trefftz: loc. eit. 





144 Ho ını Roc t  lexurs l | Torsion Ol «A bean Bd. N, Juni 193° 


and as a econseqnenee the boundarv condition is 
‚ c \ da m : = , . . 5 ; 5 x x : (6). 


With this expression for the boundary value ın the w-plane, the subsequent applieation of 
Poıssons integral vields the funetion 


N} .) = +.) 
/ .) +) .) ) 
{ | I,” (U Iocos (-) ah a" )or cos 2!) | 


| >’ eb -+-3br -Babıa,)ocos d) 


(27). 
> ») > 
.) -) -) 2 ’ 
| | (d" — ) Ad : > Di KL, +) AR, Io" COS ) (-) 


> EA a2 
| ah > (l N) ii DI I () (ld bo COS ,. (-) 





dl Oo vosbr) { 


The resultant tangential shearıng 
stress has been cealeulated for v=05 
at boundary points on the upper half of 
the limacon for the special cases b= 2a, 
3aanddta. These results are shown ın 
Kıe. 2. 

b) Symmetrical Loadıng. In thıs 
case the load is applied in the negative 
direetion along the .„-axis the axıal 





relationships re maınıine the same. The 
shearing stresses are given bx 





| and E BE di mh en Mn (28), 


where 7 is the distance of the eentroidal axis from the ‚Faxıs. and I, ıs the moment of 


Inertia about this axıs. The value of .r ıs: 


(2%). 
u u” + h 


The funetion g, satisties the equations 


and ( : \(r ardy - U . r ® i ; j i (30). 
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A new definition 
Py’v Ä 
(). ( - . j - i ’ ’ ’ ! : , (>) } 
. % b [,„(l >») . ’ 


viells a harmonie funetion with a corresponding new boundary condition. A procedure similar 
to that in the case of asymmetrical loadınze results in the flexure funetion 


p 3 > „ \ 
(. >] | | I" P = dd I) 3a I; N A bh 2’ )o sın I 
2ln 2 
I>-bx— ab a’ -aa?)o’sin20 
EM DB. 2 5 Aland a > | i 
11» b’ + DL b-ab 0" sSINn3OJ HI ua’ RL b*)o* sin 10) 
| 2 nm Eu . 
i ebo’sında0 19 a 0° sın 6 2.39. 
Pr a > 3 | 
6 I, er | | I," + .) (° b)osin () | > Ad I r- | Ad | 0’ sın? Oo) 
u _ En rn an 
| eh | bh") o" sın 93 C r- | Ad b’o sın 409 
3 _ a ah 58 | 
| dt l, o'sın 2) t | ao sın6b I I ( 





As before the resultant taneential shearine stress has been ealeulated for the three 
special cases of the limacon. These results are shown ın Fıie. >. 








-03._— 


Conelusions: Shepherd‘) has determined a value for £ in the case of. asymmetriecal 
loading of the cardioid using the eriterion that there shall be no twist of the beam. His 


>) 
° " . . . ° we) 

results are not independent of Poıssons ratıio,-but assumine v—=0. he found that &= 13 «to 
+) 


the left of the pole. If a zero value of » is used in his work then one obtains the value 
which has been determined in this paper, In any case, the value determined by the above 
eriterion is not greater than 0.6°/, of the value when v 0. 


The flexure funetions in both the symmetrieal and asymmetrical loadıng cases reduce 
to that for a beam with a eirceular eross-section of radıus b» when a is allowed to vanish. 
Inspeetion of Fig. 2 and Fig. 3 shows that as b increases the resultant shearing stress on 
the boundary approaches that of the eircular eross-secetion which is shown in dotted lines. 


In the asymmetrical loading of the limacon the resultant tangential shearing stress 
becomes infinite at the pole for 5 2a. In the neiehbourhood of D 0) this stress passes 
through an abrupt change when the limacon possesses an infleetion point as, for instance, 
in the case b=3a. Hence as b>2a, this change becomes an infinite diseontinuity. SI 


6, Shepherd: loe. eit. 


10 
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Schwingungen bei periodisch veränderlichem 
Ohmschem Widerstand. 
Von LU. l. Dörderncacdt In (söt tinzen. 


F' ktrische Schwingungskreise mit pe nodiseh veränderlichen Größen sind häufig untersucht 
4 worden Die allgemeine Behandlung dieser Aufgaben hat vor einiger Zeit Erdelvi') 
dargestellt. Man erhält lineare Differentialgleiehungen mit periodischen Koeffizienten; diese 
lassen sieh in eine Hıllsche Differentialeleiehune transformieren, bezüglich deren auf die 
venannte Arbeit von Erdelyi und auf die Darstellung von Strutt?) verwiesen sel. Hier 
soll ein Beispiel betrachtet werden, in dem einerseits eine bequemere Berechnung der in 
dem allgemeinen Verfahren auftretenden Hiıllschen Determinante, andererseits für einen 
Sonderfall eine geschlossene Lösunz ohne den Weg über die Hıllsche Differentialeleichung 
anzereben werden kann. 

‚ der außer Ohmschen Widerstand eine Selbstinduktion Z und 
eine Kapazität C enthält, noch ein Kohlemikrophon, das mit einem Ton der Kreisfrequenz 


lıeet ın einem Kreise 


besprochen wird, so läßt sıch der gesamte Ohmsche Widerstand des Schwineuneskreises 
einschließlich des Mikrophonwiderstandes durch 


I? I, "oa \o f) 


f 


darstellen, wo 9 () eine Funktion mit der Periode 27 und dem Mittelwert O ist. Es seı 
insbesondere angenommen, daß diese Funktion 9 rein sinusförmig sei: 


BER. IRRE. a a ee U 


Dann gilt, wenn an den Kreis eine Spannung U(f) gelegt wird, für den Strom i «die Integro- 
differentialgleichung 
di 1; | \ | Ir 
4 ur 1 1 Dee ee ee eV | 
at ” 


ls sei /’ eine Gleiehspannung: setzt man (1) ın (2) eın, differenziert nach f und benutzt die 
Abkürzuneen 
I . | 


wt= x: / 1: - a: \: - U VPE © 
9 LE 7 Fake. or 


so entsteht die ım foleenden zuerunde zeleete Gleichunesform 


d Z x d / 
2 Pr (pin .X) ep -(b- pecosac)y 3 ' , : , i i ’ 4 ( L), 
Durch die Transformation 
] 
= = (1 COSA = 
7 me VG GG a 54 


eeht man von (4) über zu der Hillschen Differentialeleichung 


dl? 1" 


je w(i-+-rv P(r)) EB ; u : : : : r j £ * ö . j } . (6) 
dx / 


mt 


e (l j’ p’ R ) an 
/. I x y - Dir) 93% asın #7 g Los zw } i } we 


In dem oft vorliegenden Fall pa kann man in / und in P(x) p gegen a vernachlässigen; 
dadurch vereinfacht man (6) mit Hilfe der Bezeichnungen 


A to ı): Kt N, Inu: er ww; a”: pP) | - a’ hi? . r A . . . (9) 
zu der Mathıeuschen Gleichung 
dd m Er - 
wii +-2h?cos?2u) Bo, Se Ve ee Be 
In 
\rch. Elektroteehn. Bd 4% (1935), Seite 473 bis 489. 
ı Strntt: Lamesehe. Mathiensche und verwandte Funktionen. Ergebnisse der Mathematik Pd. 1, Heft >». 
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deren Lösung bekannt ist’). Wenn p aber gegen a nicht vernachlässigt werden kann. so Ist 
statt (9) die Gl. (6) zu lösen. Nach dem Satz von Floquet gibt es (abgesehen von einer 
höchstens abzählbaren Folzee von Eieenwerten des Parameters 4) für die Differentialeleichune (6) 


und Gleiches gilt für (4) stets ein Fundamentalsvstem von Lösungen der Form 
w. (2)=eH#P ia); wid: Piz u ee , ° 
wo P,(r) und P,(r) periodisch sind mit der Periode 27. Die Konstante a heißt der 


charakteristische Exponent; seine beiden Werte w,, #, sind gegeben dureh die Gleichung 


Gol?a u | BIER RT. 5 5 ea 5 ir RB 


(0) ıst darın die unendliehe Hıllsche Determinante 








Y-dı-m 
jR (/ m) | 
(= |dım|; Am 0 (12); 
| (l m 
(l, m eo 2,.—10, +1, +2....) 
die Koeffizienten «a, sind die der Fourierentwicklung von 
4 
D (x) a, en“, (9 ] E, 
JS 
Für die hier vorliegende Funktion P(.r) aus (7) verschwinden alle a, außer 
I+ ja L —yıa p 
a, Ze 5 5 Kai, (15) 
Die Determinante A(V) ist aufzufassen als der Grenzwert 
et ran a a ar ae u Bar ara 
Nn—lJ 
wobeı 
h | h a 
Di. == —— Br ERBE a a ER 7 4 N Pe 
Cobı62 » +++ Sr 
| Cl l, Ü (0) v0 
e. | 
I CR I, C 
( I Ck_9 I ( 
1 - r 
A Are l Es tür 5 az en le 
[7 
( e; 
1 
u 0 ( I Ci 
ıst *) mit 
Cm =A—Im-- n); D=YyG,; BEER, a Kran a A 


Die Determinanten 4A), ähneln den Kontinuanten, die beiderseits der Hauptdiagonale nur eine 
Parallele von O0 verschiedener Elemente haben. Daß hier gerade zweı Parallelen auftreten, 
beruht darauf, daß in P (x) außer der Grundsehwingeune nur die erste Obersehwingung ent- 
halten ist, was wieder auf den Ansatz (1) zurückzuführen ıst. Nur eine Parallele und damit 
die Verwendbarkeit der Kettenbrüche sind bei der Mathieuschen Gleichung -zereben’?). 


Ähnlich wie bei den Kettenbruchdeterminanten ist aber auch hier die Berechnung der 4A, durch 
3) Vgl. Strutt a.a. O.?). 
1), Z soll die zu z komplex konjugierte Zahl bezeichnen. 
5) Vel. Strutt a.a. O. S. 34. 


10” 








\ ) r Z. angew. Math. Mech. 
145 Bödewadt, Schwingungen bei veränderlichem Ohmschem Widerstand 3d. 19 Nr.3 Juni 1939 





kekursionsformein möglıch, so daß sich die im allgemeinen etwas mühsame Auswertung 
der DD, und damit der Hillschen Determinante A(0) vereinfacht. Bezeichnet man nämlich 


die aus A, durch Streichung der ersten Zeile und der zweiten Spalte entstehende Unter- 


2 ‚l N ar } . 4 
dleterminante mit BD), , so bestätigt man leicht die Gleichungen 
gi! k— 1 k—2 k—3 ski h > ak - n.k—1 Ä 
.=l.4, h I, He(bB, -i6 Bbte’A, 1 I? + a B“ (18). 
Setzt man 
oe! _beBi+bch 
und führt die Abkürzungen ein 
ERS WERE An ir —-pirh Lion. RRPe ER. 19 
) ‚u ” - i [ " c—-D"’C ) nt L ee ) (19), 
Ä Poi6 "256 "1024 
so findet man die reellen Rekursionsgleichungen 
1 k—1 k—2 « k—3 ei k—4 
Di = / I pP de Sl 1 & em ( n { 1, ? | > 
(UV) 
} } u k— 2 
Un d ha ap: A, ri An | 
mit den (z. T. dureh Extrapolation gewonnenen) Ausgangswerten 
-°=0: A,-’=0: A'=1: A=t:; C’=0: O'=d al 
A, in : 4 ; Amel: . s ( 5 + WB 


Durch Übertragung auf die D, von (15) erhält man für diese, wenn man noch die Hilfsgrößen 





| 
E" e' 
SobıS2 6 
bildet, die Rekursionsformeln 
) 2 ‘ k—3 | k—3 E” En 
D" ID" ER ER D“ —- D, fen - — pn i Me 
Ck—ı6} Ck— 20 Ck—2Ck—ıCR Ck—36k—2°k— 16% | 
(25) 
.) 2 
h h DE „k—1 ‘ ık— 2 
EN 0 M,, au l,, | ‚ ” FE, 
< Ck-16% 
Durch 2 »-malige Anwendung von (23) berechnet man D,,” aus den Anfangswerten 
3 2 | 0 : er : Bi ») 
l, D, oe: D’=D =1:; m ii. . 5 
° . y . I . . In 7 . 
Die dabei benutzten Zwischenwerte D,, lassen sich bei der Berechnung von D,. , ' nicht 


wiederverwenden, weil jetzt die Bedeutung der {,„ nach (17) infolge der Anderung von n eine 
. y. ‚ . WET) . . . 

andere geworden ist. Will man also zur Kontrolle, ob ein D,” schon eine hinreichend gute 

Näherung für .1(0) ergibt, noch das nächste Glied der Folge (14) berechnen, so muß man mit 


; , l; i ’ _ . nn 
den neuen die Rekursion der D,. , nach k von vorn beginnen. Zwar ist es möglich, durch 


Ausnutzung der Symmetriebeziehung AN AR „und unter Verwendung weiterer Hilfsgrößen 
für die DJ” eine Rekursion nach » durehzuführen: doch wegen der vielen benötigten Hilfs- 
erößen ist die Methode (23) arbeitsparender, da es ja nicht auf die D," selber ankonmt, 
sondern nur auf ihren Grenzwert, zu dessen Ermittlung fünf Versuche mit verschiedenen n 
sicher ausreichen werden. 


Die Formeln (23) ergeben für kleinere p die folgende Entwicklung von A(0): 


(01-288, -28, +58, +P RS? —-S,—S)+2Bel-S, +8,85, —S, | 
_ (29). 
i \ ‚> 4 -) p , = V .) N ») Y Y ») y Br = 
2po(s, N N) p | > D, an, Dy “ 5) DI tr&D;0 28,8, +25, | Olp | 
Darin bedeuten S,, ..S,, folgende Summen): 


6), Diese Summen lassen sich zum Teil mit Hilfe der Partialbruchzerlegung von 7 eotg 7z und ähnlichen 


Funktionen auswerten: vgl. Strutt a. a. OÖ. NS. 26. 
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I F4 
y y 
S \ QS .» | .) \ | 
N 2 KL um 
ee oe rn Ant 1 hy nn u Ay Ant 2 
ı) ı) 
FT. FT 
y y 
a. | ss I ,. 
Ayfkı DEREN An Ay + An + menu Ay Ay, | 
ı) () 
FT FG 
’ | ’ | 
ee FIN at —, 
, An Ar A Su baren Aykı Ay zu) Any ı!ntoints 
0 () 
SI 
y 
’ a Be u 55 | 1 I 
u Ihn +ı\\n-aAn An-ı(n+iı An knta Antıf(n+a 
() 
FT 
, | | | | | 
u) I knH 1 day 2 hy An Ay { An kn +1 Ay kn ri Ay +2 Ay + An + ok r3 
v) 
F. « 
”. 3 | ie | 
Da \ 3 2) '. M j \ „ 2 n Mi 
——— Az Ay, 1 Ro hy / ——— Ay hy ) hy N, hy } 
() 0) 
SF 
Y ! 2 
S, L ai \ B... FAn4 
hıykı —— hyıku 1 KT 
() 
In diesen Summen wurde / - n’—=/,„=4_,„ gesetzt. 


Wenn nach den vorstehenden Formeln A (0) und damit zufolge (11) der charakteristische 
Exponent « ermittelt ist, so lassen sich die periodischen Funktionen P’ (x) in (10) nach der 
Hillschen Methode dureh den Ansatz einer Fourierreihe mit unbekannten Koeffizienten leicht 
bestimmen. Es treten dabei keine nicht selbstverständlichen Vereinfachungen auf. Dagegen 
lohnt sich eine Untersuchune des Grenzfalles b=0, d. ı.. C=x (nur Selbstinduktion und 
schwankender Oh mscher Widerstand), weil sich hier die periodischen Faktoren in geschlossener 
Form dureh Integrale darstellen lassen. Man kann dann unmittelbar die Gl. (4) behandeln, 
die jetzt die Form annimmt 


d’ z dz . 
rla—+- psın) -I(DCOsz)2 ( BE. EL E52 2 
d un I dr I 
Kine erste Lösune ereibt sich durch den Ansatz z2=-e", woraus z’ v2. "=vz+-v"z 
| t 
folgen, die (26) ın 
(a+psine+v)z2’+(pecosctr”)z=0 


überführen. Verschwindet hier der Faktor von z’, dann auch der von 2. womit (26) befriediet 


ist. Aus © = — (a+psin.) folgt somit als eine Lösung von (26): 
u, re aa a TÜRE 


Setzt man 


Baer tal << . 8; ns AB), 
so hat f(x) die Eigenschaft 


fc +2 mn)=f"”f(e). Er ET 
ist demnach die eine der beiden Floquetschen Fundamentallösungen von (26). Da 
f' a)= f(.r) (rp sn®). . . u + (8), 


so fällt wegen p = a diese Lösung f(.“) monoton gegen Null ab. 
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x 


Kine zweite Lösung erhält man bekanntlich durch den Ansatz 2 (») = f()\h(&)dE in 


u 


der Form 


Aus (29) folgt, daß 2, gegen eine Grenzfunktion konvergiert, von der es sich nur um ein Viel- 
[aches von f(“#) unterscheidet. Diese Grenzfunktion 


dr) k 2, (%) 2. (är) f(x) ‚, (82) 


Ist daher auch eine Lösune: schreibt man sie 


i 
du 
y(a)=f(le+2Ra)\; | a, ..(99) 
"fin 
X 
so kann man aus (29) sofort dıe Kigenschaft 
ge +2n)=g(e) . . Dr ur . (5 
ablesen, d. h. die Periodizität von g(#). In g(#) hat man also die zweite Floquetsche 
lösung. Die f(x) und Cr) entsprechenden Lösungen m, (x) und w,(x) von (6) sind 
| 
MW, Ba F* 23° IR u. 5 f 0 ‘/ 363 
mit den eharakteristischen Exponenten 
| | 
Hd ‘ dl U, 7 dl 
die Lösung von (6) ıst also für b=0 Jabıl. 
Die alleemeine Lösung von (26) ıst 
- (‚r) ec, fl) +e,9(&) . ur 5 + 
"ür die Ableitune von (a) folgt 
y (a) GIE)IIA Hp sin..r i- I: - ’ i (36). 
Nennt man den Anfangswert von 4 (X) 
, 07V) =u4(äön) 2, (En). (34) 
dann ıst der Anfangswert von g’(r): 
Tu (0 k (dd ur 


Für die Anfangswerte von f(r) und f’ (#) kommt heraus 


[3 


(0) : / (0) l. 


Aus gegebenen 2 (0), zZ’ (O0) lassen sich also die Koeffizienten e,, e, der Gl. (35) berechnen. 


” 
Hür die numerische Berechnung von 9 (x) ist übrigens (32) besser geeienet als (33). 


Un die Fourierzerlegung von (x) zu erhalten, muß man die Quadraturen für die zwei 
koeftizienten 


7 z \ ir) dr i B (38). 


L; \y(r) cos. d v . (39) 
i J 


der Reihe 


4 


ir) 7 DK |, eos x" R,sın na), (40) 


Z. angew. Math. Mech. 


Bd. 19 Nr.3 Juni 1939 Bödewadt, Schwingungen bei veränderlichem Ohmschem Widerstand Ia1 
numerisech ausführen: alle weiteren Koeffizienten sind durch die Rekursionsformeln 
-) -) .) -) 
on za oo N aa 
a A.+ B.+ A,._,; En BR, a E . RR ‚, (41) 
IL y p p 
zu finden, da auch B,=0 und aus (36) 
-) 
b (k- ag) | ; ) . (42) 
P 
bekannt sınd. 
.) 1 
Die im Widerstand R während der ersten Periode 0 °- / erzeugte Joulesche 
ı!) 
Wärme 
] 
(KR, -rsınont di 
u) 
wird mit den Bezeichnungen (3) zu 10, wo 
() (a + psina)z’ do u ea 5 TR 
Für z ıst hier die alleemeine Lösune (35) zu nehmen. Nach (30) und (36) erhält man 
gr Ave! ie . 
() Cg an ‘/ Jh: -C; 2 C, Co hi Un r . . . . . . (44): 
f* hat die Bedeutung 
* 5 ee A 
() 


Die Wärmemenge der folgenden Periode findet man dann, indem man e, durch fe, ersetzt. 
In jeder Periode neu entsteht also der nur von 4 (“) herrührende Betrag 


),=e2>agk, 


dazu kommt durch den abklingenden Anteil f(x) insgesamt (in der Zeit 0 1<%) der Betrag 


In Zahlentafel 1 sind für die zwei Fälle a=1, p=— und a=1, p=1 die Werte 


) 


der Funktionen f(#) und y9(#) für 0=.=27 und die Konstanten f, k, f"..9., 9, A, aulf- 
geführt. Die Funktionen sind in den Bildern 1 und 2 dargestellt. 














Bild 1. Bild 2. 
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1 
{ ] J dl B; P | 
| 
TE 
+) 

/ (] bu (a ga 
I 000000 1 345 874 ERE 1.000 000 I ()3I 820 
0,849 500 1.287685 0,1 0.844 178 1.564 214 
0,712 749 1.224 191] 0),r V,6UDD16 1.678 172 
).501 121 1.158 149 0.3 0.39 THS 1.191 300 
0.484 001 1.009» 149 (0,4 0,440 739 1.313 399 
0,393 827 |.ı)?8 4163 (0, 0.340 176 1.151 636 
0.317.085 0,068 921 0.6 0.258.026 1.010 327 
0,253 497 V.OI4 SI 0.7 (0,192 903 0.891 228 
).>01 467 0.867 PDS (0,8 (01,142 613 (0,794 099 
0.199 051 0,826 948 0.9 0,104 634 0.717396 
(),1?6 085 (),. 792 947 1.0 0,076 475 0,658 893 
(099 650 (1.766 41? 1.1 0,055 893 0,616 178 
0,078 909 0,746 760 = 0,041] 009 (0,586 98) 
0.062 723 0.133 730 1.3 0.030 518 (),569 386 
V,050 136 0.727 040 1.4 0,022 666 (0,561 867 
0.040 367 0.726 420 l.D 0.017 192 0,563 348 
0.032 785 0.731646 1.6 0,015 269 0,973 159 
0.06 894 0.742594 1.7 0.010 448 0.590 976 
(0272305 0.758955 1.3 V.OOS 409 0,616 &53 
018 716 V.TNU SUN |, 1,006 PS V,HD1 UN 
015 808 ),SOSUOTS >) V.O05 848 0,6094 104 
0.013 671 0.840 506 2,1 0,005 060 0,746 820 
(011 899 0,878 14? »»9 0,004 486 0,S 1008] 
0.010479 0.920 742 2.3 0.004 071 0.884875 
1.000331 VIHT OST 2.4 0.003 777 0.972174 
VLOOS DO] 1.019 392 In 0.003 574 1.072 770 
0.007613 1.074 260 2.6 0.003 441 1.187.089 
1.006056 1.131 625 »7 0,003 362 1.314 909 
0.000 39> 1.190) 231 IS 0.003 322 1.455 048 
005896 1.248 51? 70 () 003 307 1.6505 031 
0.005.449 1.304 61? 3.0 0.003305 1.760 755 
0.005.035 1.356 425 3.1 0,003 303 1.916 5329 
004645 1.1401 739 3.2 003 ?2S8 2.064 091] 
OO POS 1.438 318 33 1,003 248 2.194 971 
DREIER METRTE 1.464 127 3. 0,003 173 > 299) 260 
0.003 DS 1.477515 3.5» 003 056 2 3071 7123 
0.003 182 1.477 378 3.6 0.002 892 2,392 924 
0.002 823 1.163 361 3.7 0,002 683 2,370 614 
00? 4095 1.135 855 3.8 0.002 439 2.300 537 
0.002 172? 1.3096 065 3.9 0.002 158 2.186 8094 
0.001 867 1.345 874 |. 0.001 867 2.037 820 

IV OOISHTAA } VOOISHTAIA 

0,009813>56 k = 0.99813256 

(,NUS 019 |“ 0,6094 101 
7 1.345 874 (In 2.037 820 

1.062? 0905 (/ 1.28 98] 


DS 843 A V.H6S "45 
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Ist entgegen der oben gemachten Annahme 7 (ft) in (2) nicht zeitlich konstant, so tritt 
auf der rechten Seite von (26) eine Funktion F(x) auf, die bis auf einen Faktor die Ab- 
leitune von U (t) darstellt: 

d? z dz F Mr 
„tr la—- psınz) r(pcosı)z A u GE Gr ). 
da’ 4 dx \ | 
Diejenige partikuläre Lösung von (46), die für =0 samt ihrer Ableitung verschwindet, läßt 
sich ın der Form 
x 


()=\G(a,u)F(u)du . WERE Er Ir . (41) 


angeben, wo sich die Greensche Funktion G (x, «) aus den Fundamentallösungen f(x), 9 (x) 
der homogenen Gl. (26) als Quotient der beiden Determinanten 


x 
(x) (w) fi "dev 
kf()f(u)\,; 
ge) gu) few) 
„H 
und 
"(u) fi 
l kf(uw) 
gu) giu) 
ergibt, also zu 
x 
r \ dv 
(2, u) (2)\ > ER or Wei RE Bn- Ve 
! Karo 
„u 
G(x,u) ıst für 2<u stets positiv; G (a,.) =. Die allgemeine Lösung von (46) zu be- 


’ 


liebigen Anfangswerten z (VO), 2’ (0) entsteht aus (47) durch Hinzufügen der zu diesen Anfangs- 
werten 2 (0), 2’ (0) gehörigen Lösung von (26). 


Mit Hilfe dieser Funktion @ (#, u) läßt sich dann auch über die Lösung von (4) noch 
eine Aussage machen. Subtrahiert man (4) von (26), so bleibt 


(2-y)" +l(a+psinz)(2- my)’ +(peose)(z2 9) by(x). 


Daraus folgt, wenn y (x) und 2 (x) zwei Lösungen mit gleichem Funktions- und Ableitungs- 
wert bei 2=0 bedeuten, nach (47) die Integralgleichung 


ei 
2 (x) y(z)+b\G (a,u)ylu)du . .. er rn  :' ) 5 
[# 
Zu diesem Kern @ (x, u) eibt es einen lösenden Kern AK (x, u), der z. B. durch die beständig 
und absolut konvergente Reihe 
I. 
RK (ur, u) > (—b)" G„l&2,uU) . .: .. su» IB 
. 
aus den iterierten Kernen 
x 
7.12, Gl); G(a,u)=\G(,0)G.-,‚(d,u)dvr . .. . Bl, 
„H 
dargestellt wird. Die Lösung von (48) ist dann 
X 
yvia)=ala) -\Kla,u)zlu)du . . .» » 2 2 8 2. ABB): 
( 


vorausgesetzt, daß nicht etwa 5b gerade ein. Eigenwert von (49) ist. Dann gibt (52) auch 
immer die zu den Anfangswerten 9 (0), 7’ (0) gehörige Lösung von (4), wenn z (x) die leicht 
in der Form (35) angebbare Lösung von (26) zu denselben Anfangswerten 2 (0) —= y(0), z’ (0) 
= 4 (0) bedeutet. Die Brauchbarkeit dieser Lösung ist allerdings auf kleine b beschränkt 
wegen der sonst zu langsamen Konvergenz der Reihe (50): für größere b ist die eingangs 
erörterte Hıllsche Auflösungsmethode zu verwenden. sol 
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Zum Schulerschen Prinzip von der beschleunigungsfreien 
Abstimmung. 


Von K. 1. Stellmacher in Göttineen. 
DD von M.Schuler') aufrestellte sogenannte S4-Minuten-Prinzip hat etwa folgenden Inhalt: 


Wenn ein schwingeungsfählzes Gebilde im Schwerefelde der Erde horizontalen Be- 
schleunieungen und Geschwindigekeiten ausgesetzt ist dadureh, daß es sich auf einem Fahr- 
zeue befindet —, so bewegt es sich weiter an Orte, die weeen der Kugelgestalt der Erde eine 
abweichende Richtung der Schwerkraft aufweisen. Das Svstem ist einerseits bestrebt, den 
Störbeschleunizungen nachzugzeben. andererseits, sich in dıe veränderliche Riehtung der Schwere 
einzustellen. Es ıst möglich, diese Ricehtungsänderung der Schwere zu einer Kompensation 
der Störbeschleunigungen auszunutzen. 

M.Schuler zeigte, daß man dadurch auf eine Abstimmung von 84 Minuten Schwingungs- 
zeit geführt wird, d. ı. die Schwingungszeit eines physikalischen Pendels, dessen reduzierte 
Pendellänge gleich dem EKrdradius ist. Um das zu erreichen, ist es erforderlich, durch Ver- 
wendung von Kreiseln die Trägheitsmomente bzw. die scheinbaren Trägheitsmomente des 
schhwingenden Gebildes gerenüber den Schweremomenten außerordentlich groß zu machen. 

Das Prinzip hat sich am Kreiselkompaß, wo es von M. Schuler entdeckt wurde, hervor- 
rarend bewährt, während die Anwendung auf den Fliegerhorizont vorläufige noch nicht ge- 
elüekt ıst. 

Kin allgemeingültiger Beweis für das Prinzip wurde bisher nicht erbracht; die Schwierig- 
keit liegt in den mannigfachen Möglichkeiten der Anordnung schwingender Systeme. In den drei 
von M. Schuler behandelten Fällen (physikalisches Pendel, Kreiselpendel, Einkreiselkompaß) 
wird der Beweis jedesmal im Differential gegeben: d. h. es wird nur ein so kurzer Zeitraum be- 
nutzt, daß währenddessen Beschleunizungen und Geschwindiekeiten des Fahrzeuges nach Größe 
und Riehtung als konstant angesehen werden können. Ein Beweis dafür, daß auch über endliche 
Zeiträume der Satz seine Gültiekeit behält, wird damit nicht erbracht. Dieser Beweis ist 
einfach im Falle des physikalischen Pendels’) sowie im Falle des Einkreiselkompasses®). Da- 
gegen liegen die Dinge etwas komplizierter beim Kreiselpendel in dem Falle, daß man Be- 
sehleunieuneen zuläßt, die mit der Zeit ihre Riehtune ändern. 

Kine weitere Schwierigkeit besteht darın, daß in der von Schuler angegebenen Weise 
sieh scheinbar nur die drei angegebenen Beispiele behandeln lassen. Bei komplizierteren 
Anordnungen, sowie besonders bei Hinzunahme von Dämpfung ist es jedenfalls erforderlich, 
auf die Bewerungsgleichungen zurückzugreifen. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, 
wie man mit Hilfe der Methode der kleinen 
ann Schwingungen prinzipiell an jedem vorgelegten 


/ schwingungsfähigen Gebilde feststellen kann, 
/ ob es dafür eine beschleunigungsfreie Ab- 


stimmungsmöglichkeit gibt oder nicht, und 
/ | 2 VA wie diese eventuell beschaffen sein muß. Das 
/ - \ IR Verfahren besteht darin, daß die allgemeinen 
| d | Lösungen der Bewegungsgleichungen bei be- 
liebigen Störbeschleunigungen und unter Be- 
rücksiehtigung der Erdkrümmung aufgesucht 
werden. Da alle Gleichungen linearisiert ver- 
\ Ä wendet werden, bezüglich aller Größen, die 
\ / die Abweichung von der Gleichgewichtslage 

= z charakterisieren, können die Lösungen explizit 
w_ aneegeben werden. Die darin auftretenden 
u = Integrale lassen nach passender Umformung 
x mittels partieller Integration alles Wesentliche 
ablesen. Wir werden dies am Beispiel des 
relämpft schwingenden künstlichen Horizontes entwickeln. Danach wird es ohne weiteres klar 





M 


a) 
N 


Bild 1. 


art 


sein, wie das Prinzip des Beweisganges in allen anderen Fällen anzuwenden Ist. 


I. Kreiselpendel bei beliebigen Beschleunigungen. Zur Definition des Koordinatensystems 
wird aneenommen. daß alle während der Beobachtuneszeit auf der Erdoberfläche zurück- 


1) Phys. Z. Bd. 30 (1923), S. 344 ff. 

2) Luftf.-Forschg. Bd. 16 (1939), Lfg. 4. Im Gegensatz dazu glaubt E.Schmid (Jahrbuch d. Luftf.-Forschg. 198, 
S. IIIS) zeigen zu können, daß das physikalische Pendel von 84 min Schwingungszeit im Kurvenflug nicht beschleunigungs 
frei sei. Dieses Ergebnis beruht jedoch auf dem Fehler, daß gerade das nach Schuler kompensierende Trägheitsglied 
'ortrelassen wurde. 

3) Geekeler, Ing.-Arch. Bd. 4 (198), S. 78. 
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eeleeten Were klein sind geerenüber dem Erdradius, so daß man ohne eroßen Fehler nur 
Glieder berücksichtigt, bei denen das Verhältnis 
Wer auf der Erdoberfläche i = 
| linear auftritt. 
Krdradıus 

Wir wollen dann alle Beweeungen, die auf der Erdoberfläche vor sich eehen. eharakte- 
risieren dureh den Winkel d, den die Verbindungslinie # des bewegten Punktes P mit dem 
Erdmittelpunkt und ein bestimmter, zweckmäßig zu wählender raumfester Erdradius Ar mit- 
einander bilden. Um diesen Winkel analytisch zu erfassen, benutzen wir seine Projektion in 
zwei raumfeste zueinander senkrechte Ebenen, die «&- und y-Ebene, die sich in Rr schneiden 
mögen, aber sonst völlig beliebig sind. Wir rechnen also ın einem Inertialsystem, und 
haben daher die Drehunz der Erde zu den Fahrzeugbewerungen hinzuzuaddieren. 

Wir lassen zunächst nur Bewegeungeen senkrecht zum Erdradius R zu. Die Gescehwindie- 
keitskomponenten ®,,®, sowie die Beschleunigungskomponenten b,, b, drücken sich dann 
durch die Drehwinkel in der «- bzw. y-Ebene folgendermaßen aus: 
ee Rd,., u,= Rd,. Be Rd, i I, Rd,. 


X Y 


(Punkte über den Buchstaben bedeuten Ableitungen nach der Zeit.) 

Wir gehen nun über zur Aufstellung der Bewegungsgleichunzen eines schweren ge- 
dämpften Kreiselpendels. Gedämpft werde das Pendel wie üblich gegen das Scheinlot, und 
die Dämpfung soll bewerkstelligt werden durch vier kleine, schwere Pendel mit je einem 
Freiheitsgrad, die sich in die ihrem Freiheitsgrade entsprechenden Scheinlotkonponenten ein- 
stellen. Jedes von ihnen soll einen in horizontaler Richtung unten aus der Kreiselkappe aus- 
tretenden Luftstrahl derartig steuern, daß immer durch die Rückstoßkraft dieser Luftstrahlen 
eine Kraft in Richtung der Tangente an den momentanen Präzessionskreis des Kreiselpendels 
um das Scheinlot erzeugt wird, die der Präzessionsbewerung entgegengesetzt ist. Dieses 
dämpfende Düsenmoment wird als proportional zum Winkel mit dem Scheinlot angenommen. 
Kine derartige Anordnung findet man etwa beim Sperry- und beim Askaniahorizont. Aller- 
dings ist dort diese Proportionalität nur für Winkel gegen das Scheinlot, die kleiner als 2° 
sind, erreicht. 

Wir führen foleende Bezeichnungen ein: 

I—-QJ)o Kreiselimpuls. 

Sm ga=Schweremoment für den Winkel W’ gegen das Scheinlot. 

D = Düsenmoment für den Winkel I gegen das Scheinlot. 

a, und a, sind die Winkel zwischen Kreiselachse und wahrem Lot in der x- bzw. 
y-Ebene. 


Da wir nur die sehr langsamen Präzessionsbeweerungen studieren wollen, werden Trägheits- 
glieder der Form ©, &, wie üblich vernachlässigt. Man erhält dann, wenn man den Momenten- 
satz in der «- bzw. y-Ebene anwendet, in der bekannten Föpplschen Näherung 


ET R.. BR; 
-I (a,+d,)+ Sla, z d.) Dia, 7 d,,) 0 (‚r-Ebene) 
(1). 
j / Ir .. I .. * \ 
I (ax + d,) Sl, -d,| Dia, d.)0 (y-Kbene) 
u ® ( 





In diesen Gleichungen stellt das erste Glied die eigentlichen Kreiselkräfte dar, die ein Moment 
liefern, das proportional ist zum Kreiselimpuls und proportional zur Drehgeschwindigkeit, mit 
der die Kreiselachse gegenüber dem absoluten Raum gedreht wird: das zweite Glied bezeichnet 
die Wirkung der Schwere- und Beschleunigungsmomente, die den Kreisel in die Scheinlot- 
richtung zu ziehen bestrebt sind: das dritte Glied beschreibt die Wirkung der nach dem 
Scheinlot gesteuerten Luftstrahlen, die ein Moment senkrecht zum Schweremoment liefern. 

Zur Durchführung der Rechnung benutzen wir eine komplexe Schreibweise, die die 
Rechnung ganz außerordentlich vereinfacht. Wir setzen 

a=a,ttn,; d=d. +id,, 


d.h. wir benutzen eine komplexe a-Ebene senkrecht zum wahren Lot, die im Abstand I vom 
Aufhängepunkt des Kreisels zu denken ist. Der Nullpunkt ist der Durchstoßungspunkt der 
"igeurenachse in der Gleiechgewichtslage, d. h., wenn die Figurenachse in die Riehtung des 
wahren Lotes AR zeigt. a ist dann der Radiusvektor von diesem Nullpunkt zum augenblick- 
lichen Schnittpunkt der Figurenachse mit der a-Ebene. Diese komplexe Schreibweise bewährt 
sich immer dann, wenn wie im vorliegenden Falle die Bewegungsgleichungen für die beiden 
Freiheitsgrade der Figurenachse symmetrisch gebaut sind. Es lassen sieh nämlich die beiden 
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Gleiehungen in eine zusammenfassen'). Dazu hat man nur die zweite der beiden Gl. (1) mit 
der imaginären Einheit zu multiplizieren und dann zu addieren. Dann erhält man 


i BR» 
iId+äa)+(S—iD)la I Er ; 
‘/ 
Mit den Bezeichnungen 
S I h Re ! 
r»p; d (Dimension einer Drehgeschwindigkeit), 
läßt sich dafür schreiben: 
RE: 
a+(d+ip)a BriörtpBi—n. . = 2 8 8. 345 e 
4 


Das ist eine lineare inhomorene Differentialgeleiehung erster Ordnung zur Bestimmung der 
komplexen Funktion a aus den als bekannt vorausgesetzten komplexen Funktionen d und d. 
Die Lösung ist bekannt: sie setzt sich zusammen aus der alleemeinen Lösung der homogenen 
Gleichunge und einer Lösung der inhomogenen. 
Die erstere lautet 
q), Ü e*! FuRRN a 


mit 

/ d-+ip) zn (3a) 
Diesen freien Schwingungen entsprieht bekanntlich eine Bewegung der Kreiselspitze in Form 
einer logarıthmischen Spirale. Sie klingen um so schneller ab, je größer das Düsenmoment 
) ist; dagegen ist die Dämpfung völlig unabhängig vom Schweremoment S, ebenso die 
Schwingungszeit unabhängig von D, so daß es einen aperiodischen Grenzfall im Sinne einer 
schnellsten Beruhigung nicht gibt. 


Kine Lösune der ınhomorenen Gl. (2) lautet 


. I a , 27 
hi ekt\e ld (Od Hip)dldt e:t\e td +) d) dt u er u" (+). 
‘/ I ,J 
() ı) 
Dieses Interral gilt es so umzuformen, daß man daraus etwas über die Beschleunigungsfrei- 
heit ablesen kann. Dazu verwandeln wir durch partielle Integration das unter dem Integral 


stehende D in ein D°). 


;s ıst nämlıch 


f ! 
| E ; | " 
et\e=itddt=Const dt +—d— —eit\e-tdat, 


0) Mn 
also erhalten wır als alleemeıne Lösung von (2) 
n 


a ("et _dD— I i i)e!\e BE u (>). 

/ \4 4 

( 
Abgesehen von den freien gedämpften Schwingungen haben wir zwei Glieder, das eine hängt 
nur von dem Gesehwindiekeitszustand des Fahrzeuges ab, wozu natürlich die der Erddrehung 
entsprechende Geschwindigkeit vektoriell hinzuzuaddieren ist; es werde als Fahrtfehler 
bezeiehnet. Dageren hängt das letzte Glied nur ab von den Beschleunigungen, die auf das 

Pendel gewirkt haben; wir nennen es deshalb den Beschleunigungsfehler. 


Der Fahrtfehler 


d— d d(- D+iS9) TE ENG u... A 
dr rip D | ! 08 | D: (a) 


1) Es sei betont, daß diese Benutzung der komplexen Rechnungsweise mit der hier zu entwickelnden Methode 
prinzipiell niehts zu tun hat. Sie läßt nur dureh die starke Vereinfachung, die sie mit sich bringt, das grundsätzlich 
Wiehtige besonders klar und einfach erkennen. Diese komplexe Darstellung stammt von Grammel, Z. Flugtechn. 
Bd. 10 (1919) S. 1. 

Das Umgekehrte, nämlieh unter dem Integral das d in ein d zu verwandeln, erweist sich als unzweekmäßig, 
da wir dann nieht Trennung in Fahrtfehler und Beschleunigungsfehler erzielen. 
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steht im Falle fehlender Dämpfung (D=0) senkrecht auf der Fahrtriehtung; ım Falle ver- 
schwindenden Schweremomentes (Sperry) zeigt er in der Fahrtrichtung nach vorn. In allen 
übrigen Fällen bildet der Fehlervektor einen schiefen Winkel mit der Fahrtrichtung. Man 
ersieht daraus, daß es im Falle einer nicht verschwindenden Düsendämpfung ausgeschlossen 
ist, dureh Mittelbildung aus den Richtungen zweier gegenläufiger Kreisel oder dureh Ver- 
wendung von zwei Kreiseln mit verschiedenen Vorzeichen des Schweremomentes S den Fahrt- 
fehler zu beseitieen. Wie auch das Vorzeichen von S und I beschaffen sein mag, für beide 
Kreisel muß stets der Dämpfungsexponent — Öö negativ sein, so daß sich zwar die Komponente 
quer zur Fahrtrichtung durch zweekmäßige Verwendung von zwei Kreiseln herausheben kann, 
aber niemals die von der Dämpfung herrührende und in die Fahrtrichtung fallende Komponente. 

Da Kurs und Geschwindigkeit eines Fahrzeuges als bekannt anzusehen sind die der 
Erddrehung entsprechende Geschwindigkeit ist hierzu vektoriell zu addieren —, läßt sich der 
Fahrtfehler stets berechnen. 


Der Beschleunigunesfehler ın Gl. (5) besitzt den zeitunabhängizen Faktor 


ee, a u einen 
7 7 
Wenn dieser Faktor F verschwindet, und nur dann, hängt die Auslenkung 
des Kreiselhorizontes überhaupt nicht ab von allen Beschleunigungen, die 
darauf gewirkt haben. In dıesem Falle ıst der Kreisel beschleunigungesfrei. 
Offenbar verschwindet F nur, wenn gleichzeitige Real- und Imaginärteil verschwinden. wenn 
also gleichzeitig gilt 


a 8°®-—- D? Ä SD=0 
- ume > ) 
R !: 5 
Aus der zweiten Gleichung folgt entweder S=0, was mit der ersten Gleiehunz nicht ver- 
einbar ıst, oder wir haben D 0, d.h. wir müssen auf die Dämpfung verziehten und erhalten 
verschwindendes F für 


N 
2 und D=-O. . : I 2 2. Tre (7). 


Die erste Beziehung ist die Schulersche Bedinezeung einer 84-Minuten-Abstimmune, 
da die Schwingungszeit des Kreiselpendels gleich 27 S ist. Die zweite Bedingune sagt aus, 
daß jede Dämpfung eine völlig beschleunigungsfreie Abstimmung unmöglich macht. 


Trotzdem kann man bei so großen Schwingungszeiten nicht auf jegliche Dämpfung ver- 
zichten.. Um die Verhältnisse bei nicht verschwindender Dämpfung übersehen zu können, 
empfiehlt es sich, den Faktor F in seiner Abhängigkeit von 4 zu untersuchen. F' spielt hier 
eine ähnliche Rolle, wie bei Resonanzproblemen die Resonanzfunktion. Da natürlich der 
dahinterstehende Faktor für ein bestimmtes Kreiselpendel jeden Wert annehmen kann, so 
wird man günstige Verhältnisse dann vermuten, wenn Fein Minimum annimmt. Zur Dureh- 
führung der Diskussion setzen wir 


7 ' . | 
R N 7; 


und erhalten anstatt (5) 


wer FR GE "EG 


Diese Gleichung fassen wir auf als eine Abbildung der komplexen z-Ebene auf die komplexe 
W-Ebene. Diese Abbildung tritt in der Potentialtheorie besonders in der Strömungslehre 
häufig auf und ist daher vielfach besprochen®). Uns interessieren daran besonders die Kurven 
2 const, d.h. |/ const. Dieser absolute Betrag ist charakteristisch; der Zähler von | / 
nämlich YS?-+ D* gibt nämlich das Gesamtriechtmoment an, das im ruhenden Bezugs- 
system auf den um den Einheitsbetrag ausgelenkten Kreisel wirkt. Dieses Gesamtrichtmoment 
darf einen bestimmten durch die Leistungsfähiekeit der feinmechanischen Ausführung be- 
schränkten Wert nieht unterschreiten, wenn der Kreisel noch riehtig anzeigen soll. 


6) S, etwa Riemann-Weber (Frank, Mises): Differentialgleichungen der Physik, Bd. I, 8. Aufl., Braun 
schweige 1930, S. 138. 
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Demeemäß haben wır einmal 


den absoluten Betrag 'z und ein- 
mal beı festeehaltenem |z| zu 


varıleren und setzen daher 





= oO €" 
| 
) V 
4) 
tor) / 
| 168 \ N) I) 
d/ / 
+ Wır erhalten dureh Trennung ın 
| IF Real- und Imaginärteil aus (6a) 
7) LF\ 
Ä | e I: 
- Ih Io + |cos ) -ilo sin ), 
” [#) u O0 / 
9-7 S also für o == const in der w-Ebene 
lauter konfokale Ellipsen mit den 
Bild 2. Brennpunkten IB +2. Wenn 0 


von größeren oder kleineren Werten her gegen 1 strebt, so ziehen sich die Ellıpsen immer 
mehr zusammen, bis sie im Falle o=1 in die gerade Verbindungslinie zwischen den 

P} . N 4 . 
beiden Brennpunkten ausarten. Die Geraden 9 = const, d.h. 7 — eonst der z2-Ebene, bilden 
eine Schar von konfokalen Hyperbeln mit denselben Brennpunkten wie die Ellıpsen. 

We man sieht. stellt bei festem aber Sonst beliebieem DIS der (‚renzfall O | ein 
Minimum dar. Alle übrigen Ellipsen sind für jedes D/S = const weiter vom Nullpunkt ent- 
lernt Damit haben wir eine Bedineune für Minimalabstimmung zefunden: 

| E | | | (S°—+ BE ‘/ 

() / r t ? > 

2 ) / Fi 
Das (‚esamtriehtmoment Ist also So eroß ZU wählen. wie Im dämpfungs- 
[reien Falle dasjenige Schweremoment Ss, das einer 84-Minuten-Äbstimmung 
entsprieht. Wenn Düsendämpfung vorhanden ist, liegt also das Optimum bei einer 


(9). 


Schwineuneszeit, die erößer ıst als St Minuten. nämlich beı 


| en 
« un Er; 
N ] 2 (N) (/ D 

(), 
R / 

Mit dieser Abstimmune erhalten wır aus Gl. (6): 

| 24 ) 2:5 
l COS G ET Wr ne a a, 


y vS’+D° il 


Der Faktor F wird also mit wachsender Dämpfung immer größer. Am ungünstigsten ist 
hierfür der Fall der Sperrykonstruktion mit verschwindendem Schweremoment. Hier würden 
/) 2 

wır gemäß (8) ] v zu wählen haben: das ergibt F 

Damit haben wir die gesuchten Bedinzungen für günstigste Abstimmung gefunden. Die 
Methode, einen solehen vor dem Störinterral stehenden Faktor anstatt einer Resonanzfunktion 
zu diskutieren, scheint mir den Kernpunkt besser zu treffen als die reine Resonanzrechnung. 
Jedoch hat sieh die Methode, spezielle, nämlich periodische Störkräfte anzusetzen und dann 
die Resonanzfunktionen zu diskutieren, so vielfach bewährt und vor allen Dingen so tief ein- 
xebürgert, daß wir hier das gleiche Beispiel des gedämpften Kreiselpendels auch als Resonanz- 
problem behandeln wollen. Das geschieht um so lieber, als sieh auch hier die Rechnung beı 
Verwendung der komplexen Darstellung von verblüffender Einfachheit zeigt; vor allen Dingen 
werden wir als wichtieste Anwendune der einen Resonanzlösung den Fehler berechnen 
können, den die Drehbewerung der Erde liefert. 


2. Kreiselpendel im stationären Kurvenflug. Wir behandeln zunächst den Fall des 
stationären Kurvenfluees. Dabei sehen wir die Erde als ruhend an, da wir wissen, daß die 
zu unserer vorzeerebenen Fahrzeuebewerunge vektoriell hinzuzuaddierende Erddrehung wegen 
der Linearität unserer Beweruneseleichung (2?) einen Fehler liefert, den wir nachträglich hin- 
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zuaddieren können. und den wir im Anschluß an diesen Abschnitt berechnen werden. Dem- 
eemäß setzen wir in der allgemeinen Gleichung (2a) 
d i E eiot, d — weit RS . (tb 
RR R . 
wobei wir die Gesehwindiekeit » des Flugzeuges als fest vorgegeben ansehen. 

Es eibt nun zwei Möglichkeiten, den Fehler a zu berechnen. Einmal können wir die 
Werte (11) einfach in die Formel (5) einsetzen, und also wieder den Fahrtfehler abspalten, 
um dann den Beschleunigungsfehler für sich zu besprechen. Zweitens können wir den Ge- 
samtfehler a diskutieren. 

Beides werden wir getrennt durchführen: Nach Gl. (6) erhalten wır für den Be 
schleunieunesfehler 


| / y i .. ( y / (ct) 
ia | — \e*t\e Iddt rt etw 
Y 4 /. 7 s / y/ıo /. 
Um diese komplexe Resonanzfunktion 
" x () 
A yv-F-- Te Gr (12) 
(4 0) 4 


zu diskutieren. bemerken wır, daß nur der letzte Faktor 











(1) 
B=; ee a er a Ko 
to) /. 
von » abhängt. Dieses B haben wir daher zunächst 
zu behandeln. Die Gl. (13) läßt sich dann auffassen 
als lineare Abbildung (s. Bild 3) einer komplexen 
«»-Ebene auf die komplexe B-Ebene. Hierbei wird 
offenbar die allein interessierende reelle Achse der 7 0 7 
o»-Ebene auf einen Kreis der B-Ebene abgebildet. ä u 1 
Jeder dieser Kreise geht für © =0 durch den Null- 
punkt und für = + durch den Punkt B n 
unabhängige vom Parameter /. Danach haben wir 17 
zwei Festpunkte, durch die alle Resonanzkreise für 
beliebiges 4 hindurchgehen müssen. Um für jeden ei 
einzelnen Kreis noch einen dritten Punkt zu be- K- 
stimmen, setzen wir = —p und erhalten dafür JS-D k 
NS 
B d D' ild 3. 
| Ss? 

Da der Radius eines Resonanzkreises gleich I+ 3: ist, so ist der größte absolute Betrag, 
den B annehmen kann: 

nr Er (14) 

Am D? h) cos U) u ö ; 


Die Gestalt der Resonanzkurven sowie deren Lage ist also nur abhängige von dem Verhältnis 


S/D==tg®%, also unabhängig von |4\=o, d.h. unabhängig vom Gesamtriehtmoment. Infolge- 
dessen brauchen wir in (12) bei der Aufstellung der Optimumsbedingung für o=!4| den 


Faktor B überhaupt nieht zu berücksichtigen, so daß hinsichtlich 4 die Minimumsbestimmung 
von F aus dem vorıeen Abschnitt ihre Gültigkeit behält und wir wieder die Bedinrung 
erhalten 

=; 


Danach erzeibt sich für den maximalen Beschleunizungesfehler nach (14) und (10) 


| " | " . 
A Iv.C0oSU: Bein he. 4 

4 . vosu 4 : 
unabhängig von 9, d.Iı. von der Dämpfung. Das scheint in einem gewissen Widerspruch 
zum vorigen Abschnitte zu stehen, da sich doch dort ergab, daß mit verschwindender Dämpfung 
auch der Beschleunigungsfehler gegen Null gehen muß. Tatsächlich behält dieses Ergebnis 
auch hier seine Gültiekeit. Ausgenommen ist nur ein einziger Punkt, nämlich gerade das 
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behandelte Resonanzmaxımum. Um das einzusehen, müssen wir uns ein Bild machen vom 
Verlauf der Resonanzfunktion A beı festem |/ 


# 


u IH COS) - 


Zu variieren Ist © und der Dämpfungsparameter #9. Das läuft hinaus auf eine genauere 
Diskussion der Funktion B, die aber jetzt noch mit dem Faktor cos 9 multipliziert erscheint. 
Infoleedessen erhalten wir als Resonanzkurven bei veränderlichem & lauter Kreise durch den 
Nullpunkt, die nach Gl. (14) alle den gleichen Durchmesser besitzen. Um die Zuordnung der 
einzelnen Punkte eines solchen Kreises zu den richtigen o-Werten zu bestimmen, spalten 
wir A in Real- und Imaginärteil 


k cos ı) y \ u 
| zt+-iw I “ - B> Es 0089 ill sın U) 
r 7 / | £ \ vv) ('!) 
| sın Ya | COS ı)) 
(ı) j (1) 
und bilden 
2 | (!) r ; 
- sın 7]. 
w cos ı) | 


Demnach hat man auf der reellen Achse an der Stelle «= = cos 9 die Parallele zur imaginären 
Achse zu ziehen, und auf dieser die einzelnen Werte von [— sın 9) bei veränderlichem = 
aufzutragen (s. Bild #). Den so gewonnenen Punkt 9 hat man dann mit dem Koordinaten- 
nullpunkt zu verbinden. Der Sehnittpunkt P’ dieser Verbindungslinie mit dem Resonanzkreis 
liefert dann den gesuchten zu dem betreffenden &-Wert gehörigen Resonanzpunkt (in allen 


. f} .. » . r 2} " » 
Bildern ist der Einfachheit halber der konstante Zahlenfaktor -2» forteelassen|. 
4 
kv Durch die anzerebene Konstruktion 


sind die Resonanzkurven in Bild 5 ee- 
wonnen, wo bis auf den konstanten Faktor 























| 
| . 
| ; 
| | 2,» der absolute Betrag des Beschleuni- 
| | 7 
| _ eunesfehlers, d. h. (s. Bild 4) die Strecke 
[6 
_7 n 0 P gegenüber dem Verhältnis — aufge- 
al ‘') 
Pe ai | 
E FE | tragen Ist. 
R 9 { I LVSN r 
e Sa 
ir u 4 
DS 
! u 
| SR 7 
S N | S|: 
win 
1» > 
n\ 
Bild 4. Bild >». 


Man übersieht, daß die Kurven bei gleichbleibender Höhe der Scheitelpunkte mit zu- 


nehmendem D immer flacher werden und sich mit abnehmendem D auf die Gerade - | 
(!) 


und die | Achse zusammenziehen. Im Falle einer schwachen aber noch zulässigen Dämpfung 
I 

von S/D=-4 wird der Fehler überall recht klein mit Ausnahme eines schmalen Bereiches in 

der Umgebung eines S4-Minuten-Drehkreises, der aber wohl völlig harmlos ist, da solche Kreis- 

lüge als stationärer Zustand praktisch nicht vorkommen. Anders im Falle S=0; d=y 

(Sperry); jetzt ist das Resonanzmaximum in das Gebiet der gefährlicheren schnellen Dreh- 

kreise gelangt und hat sich verbreitert, so daß die Gipfelhöhe durchaus als möglicher Fehler 


aneesehen werden muß. 





Id 
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Nehmen wir zu dem eben diskutierten Beschleunizeungsfehler den Fahrtfehler 


D 2 ä 
l y?. erwt 
/ 7 / 
hinzu. so bekommen wir den Gesamtfehler 
I‘ u. l v/ 
(l : —grwWb 
107 ni 


was man leicht durch direkte Ausreehnung bestätigt, und somit die komplexe Resonanzfunktion 


‚ A y* In 4 . 
A er w ’ ’ . ) . (16). 


Diese Funktion kann aufgefaßt werden als lineares Bild der komplexen 4Ebene auf die 
komplexe A-Ebene. Noch zweekmäßiger ist es, wieder den reellen Parameter & ins Komplexe 
erweitert zu denken und A wiederum als lineares Bild der o»-Ebene auf die A-Ebene auf- 
zufassen. Da jedes lineare Bild die Gesamtheit aller Kreise und Geraden in sich überführt, 
so erhalten wir auch für die reelle Achse der &-Ebene ın der A-Ebene Kreise oder Geraden. 
Als komplexe Resonanzfunktionen bei konstantem A und veränderlichem © erhalten wir also 
in der A-Ebene Kreise. Verändern wir dann auch noch den Parameter /, so bekommen wir 
eine zweiparametrige Schar dieser Resonanzkurven. 

Der Abstand ireendeines Punktes eines solchen 
Resonanzkreises vom Nullpunkt gibt dann den 
Betrax der Auslenkung der Figurenachse, während 
der positive Winkel zwischen der reellen Achse 
und dem Radiusvektor den Phasenwinkel zwischen 7 
Beschleunieunesvektor Rd und a darstellt. Pa 

Zur Konstruktion der einzelnen Resonanz- /, 
kreise bemerken wir, daß für & = + y die Resonanz- N 

, / 

[funktion A + z -y, also von / völlig unabhängig / | 
wird. Infolgedessen haben wir auf der reellen 41 } „ 
Achse ım Abstände — -» vom Nullpunkt auf der \ J 
positiven und auf der negativen Seite je einen Fest- 
punkt, durch den alle Resonanzkreise hindurehgehen / 
müssen. Um noch einen weiteren geometrischen u | ı 
Ort eines Jeden Kreises zu erhalten, stellen wir fest a ee 
daß für 


DDX A=-til- en A 
‘/ 
wird. Wir haben nur eine ein parametrige Schar 
von Resonanzkreisen. d. h. es eibt Variationen des ‚ u 
Parameters /, bei denen die einzelnen Kreise in 
sich übereehen. Bild 6. 


Man übersieht, daß der Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung also mit dem Radius 


ü 
= das Optimum darstellt, da alle übrigen Kreise durch die beiden reellen Festpunkte 
. . . . ” * .e . r . " 
gehen und daher auf einer Seite der imaginären Achse einen erößeren Abstand als -v vom 
4 2 


Nullpunkt besitzen müssen. Für diesen Optimalfall finden wir gemäß (17) als notwendige 
und hinreichende Bedineune 
/ 
d. h. genau die Bedinzune (S). In diesem Falle ist der Gesamtfehler im stationären Kurven- 
Hure völlle unabhänerıe sowohl von der Frequenz, d. h. dem Radius des Kurvenflugzes als 
auch von der Dämpfung des Pendels gleich 
4 
Es ist leicht möglich, aus dem Voranzehenden die häufie verlaneten Fehler in fahrzeue- 
festen Komponenten abzuleiten. Da nämlich der Beschleunizungsvektor je nachdem, ob Rechts- 
1 
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oder Linkskreis vorlıeet, nach Gl. (11) für =0 ın die positive bzw. negative reelle Achse 
eeleet Ist. so stellt der Realteıl von A ın (il. 16 


1‘ 17° ( pie pP) mo 
7 Io) — pN d” 


den Fehler in der Ebene quer zur Fahrtrichtung, und der Imaginärteil 


den Fehler in der Fahrtrichtung dar”). Entsprechend ıst auch mit der Funktion (12) zu ver- 
fahren. In den graphischen Darstellungen Bild 4 und 6 sind die Projektionen auf die reelle 
bzw, die imaeinäre Achse zu dıskutieren 


3. Einfluß der Drehbewegung der Erde. Als spezielle Kreisbewegung behandeln wir jetzt 
die Drehbewegung der Erde. 

Sei P ein Punkt der Erdoberfläche unter der geographischen Breite y, T, die Dauer 
eines Sterntages, so können wir sagen, der Punkt P bewegt sieh auf einer gekrümmten Balın, 
sein Fahrstrahl beschreibt einen Kegelmantel. Um diese gekrümmte Bahn zu beschreiben, 


.) 
spalten wir die Drehgeschwindigkeit der Erde vom Betrage 7 in zwei Komponenten. Eine 
N 
. ») T 
senkrecht zum Fahrstrahbl AR nach P vom Betraee d T cos g und eıne ın Rıchtune R 
N 
-) 7 
vom Betrage n sIn Krstere liefert dann den Betrag der Geschwindiekeit von P, 
N 
. .) N 
nämlich v A-d BR pn c085 9, die andere liefert die Drehgeschwindiekeit, mit der die Be- 
N 


werunge von P’ihre Rıiehtung ändert. Legen wir nun (um den Anschluß an die vorigen Formeln 
zu gewinnen) zur Zeit f=-0 die positive reelle Achse in die Nordsüdlinie und die negative 
imägrinäre Achse demgemäß auf der nördlichen Halbkugel der Erde in die Richtung der Be- 
weeunge der Erdoberfläche, so bekommen wir für die Drehgeschwindiekeit von P um den 
Krdmittelpunkt 


Natürlich gibt die Ableitune von d nach der Zeit den richtigen Betrax für die Horizontal- 


komponente der Zentrifugalbeschleunigung, nämlich Z -singeosg. Mit diesen Formeln 


7) 
oeehen wir nun in die Gl. (12) und (12a) ein. Wir erhalten 
In. | I ‚1/y /. (n 


[8 TCOSq u = . COS“ — otwi 1- ge 5 ; . ! i (1). 
ls Ai l\ Y /. Yy (') e- I PA 


/ ’ 


Man überleet sich leicht, daß hierin das erste Glied, der Fahrtfehler, unzefähr 20mal so 
eroß ist wie der zweite Anteil, der Beschleunizungsfehler, unter der Voraussetzung, daß |4 
vewählt ist”). Im Falle verschwindender Dämpfung fällt natürlich auch hier der Beschleunigungs- 
fehler fort und wir bekommen einen reinen Fahrtfehler. Alle diese Fehler sind Abweichungen 
von der Riehtung des Schwerevektors 9 ohne Berücksichtigung irgendwelcher Zentrifugal- 
beschleunigung. Auf «diese Gleiehgewichtslage sind also beim S4-Minuten-Pendel alle Horizont- 
anzeleen und deren Fehler zu beziehen. 


4. Kreiselpendel bei periodisch wechselnden Kursabweichungen. Als ein weiteres Beispiel 
zur Bewährung der Ergebnisse aus unserer Methode des Integralfaktors behandeln wir den 
"all einer anderen periodischen Störung, wie sie auftritt, wenn das Fahrzeug periodisch um 
einen festen Kurs pendelt. Wenn der Mittelkurs ın die „-Achse fällt, haben wır für kleine 
Kursfehler die Geschwindigkeitskomponenten 


ı 
0x = const, ", "sine f 0, (et®t — etw) 
und «die Beschleunizeungen 
(1) 2 i 
h, (), h "onecosnf = dv.(e ! PB" @eh, 
Miir erhält cos y 0,0583 et lo! IA i2sin #008). Der Beschleunigungsfehler ist dann 


stets senkreeht zum Fahrtfehler. 


*, Im Spezialfalle p 0 vel. E. Sehmid. Luftf.-Forschg. Bd. 14 (1937), S. 287. 
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Setzen wir diese Größen in (2a) ein, so erhalten wir 
. 2 . s . ni v . DU, 
tla+(S- Dla=il| keivt — e-tvety + (S—ıD) gar „e—-tmi), „ .„ (IM 
3 R 2g 


Dabei haben wir der einfacheren Schreibweise halber den von der konstanten Gesehwindie- 
keit » herrührenden Anteil fortgelassen, der ja nur einen uns schon bekannten Fahrtfehler 
erzeibt. den wir nebst dem Fehler dureh die Erddrehune nachträelieh hinzuzuaddieren haben. 
Zur Inteeration der Gl. (19) machen wir den Ansatz 

( Aeivtı-Be-iet, 


Aus der Forderune. daß naelı Einsetzen in (14) der Faktor von e!"t und auch der von e "f 
verschwinden muß, erhalten wir 


0 / I r 
A ur, ah kr a alait, (0a). 


RB - Bee ne ir Fe ee . (20). 


Beide komplexen Funktionen sind der Resonanzfunktion (11) für den stationären Kurvenflug 
außerordentlich ähnlich. Es ist, um zur Gl. (15a) zu gelangen, » durch ®, zu ersetzen, und 
für die zweite Gleichung ®» durch », und o» dureh m. 


Die Kreiselspitze beschreibt also eine Ellipse, deren größte Hauptachse wir nach Lage 


und Länge zu bestimmen haben. Setzen wir A ae DB | e'’, so erhalten wir 
/ vol - liwf 
a=e le - Be 
ei" |\Al+ Bi)cos (ot +e) il A B)sintot-+n)]. 
a 7 p r >. : . . “ . 
«= , gibt den Winkel zwischen Hauptachse der Ellipse und der Fahrtrichtung an; 
a—p ’ h a 
" 5 den Phasenwinkel zwischen Fahrzeugbewegung und Umlauf der Kreiselspitze be- 
zogen auf die Hauptachsen der Bahnellipse.  A/+!P und | A RB, sınd die Längen der 
Hauptachsen der Bahnellipse. Demgemäß ıst 
C=!4!+|B\, 


der Betrag der größten Achse, als Resonanzfunktion anzusehen. Seine Diskussion läßt sich 
durch folgende Überlegungen auf die der Funktion (16) reduzieren. 


Aus dem vorigen Absehnitt ist nämlich ersichtlich (s. Bild 6), daß für die Funktion (16) 
die Punkte, die bei gleichem / einem + © und — «» entsprechen, jedesmal auf derselben Seite 
der reellen Achse lieren. Betrachtet man nun einen beliebigen Resonanzkreis in der Nähe des 
Optimalkreises, so übersieht man, daß sich ,A) auf dem Nachbarkreise für + © in denselben 


Sinne ändert. wie für — », also entweder beide Male wächst oder beide Male abnimmt. Da 
nun die Funktionen (15a) und (15b) für 4 y offenbar Extremwerte darstellen, und da ihre 
absoluten Beträge durch Ersetzen von + durch o» auseinander hervorgehen, so folet, 
daß auch der größte Wert von C (wo) für |4 y ein Minimum annimmt. In diesem Falle wird 
Y ®, 
AU TE % A EEE | | 
‘ 
unabhängige von ® und Ti Wieder kann man zeigen, was hier nicht durchgeführt wurde, 
daß für D geren Null der Fehler a gegen den Fahrtfehler strebt. 


. { P} .. . \ . ‘ . Ü, 
Das Fehlermaximum Gl. (16) verhält sich zum Fehlermaximum Gl. (I4) wie 3 der 


Resonanzbetrag bei optimaler Abstimmung liegt also hier bedeutend niedriger als für den 
stationären Kurvenflug, da im allgemeinen die Geschwindigkeitskomponente », «quer zur Fahrt- 
richtung klein gegenüber » ist. 


5. Grenzübergang für /! gegen Unendlich. Zum Vergleich seien hier ein paar leicht zu 
eewinnende Formeln für den Kreisflug angeführt, die man erhält, wenn man die Anderung 
I1* 
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des Schwerefeldes der Erde ıinfolee der Erdkrümmune vernachlässiet. Es soll dies dureh- 
eeführt werden für den Fall des ım Absehnitt 2 behandelten Kreisflures. Man hat dann in 


der Gl. (16) Rx, d.h. y-0 zu setzen und erhält 
R ii 
| Br ea a a 
4 tt 


Jetzt eehen die Resonanzkreise (7 eonst, &» veränderlich) alle dureh den Nullpunkt und 
berühren dort die reelle Achse die beiden "estpunkte haben sıch auf einen zusammen- 
eezogen. Zur Diskussion benutzt man zweckmäßig die reziproke Funktion 


Da hierin der Imaginärteil von & überhaupt unabhängig ist, so erhält man bei festgehaltenem / 
und veränderliehem «» als Resonanzkurven lauter Parallelen zur reellen Achse im Abstande 


‘(f DI 
v 5- ID 


Bei dieser Auftragung ist der Betrag des Pendelausschlages als reziproker Abstand vom 
Nullpunkt aus abzuereifen. Daher haben wir die Resonanzstelle für den kleinsten Abstand 
vom Nullpunkt, d. h. für verschwindenden Realteıl, also für 


| SI 

( 5° + DD? 
\n dieser Stelle ıst 
u» 5” 2° 
y DI 


Dieser Betra® des Resonanzmaxımums nimmt ab mit dem Betrae des Gesamtrichtmomentes 
bei festzehaltener Dämpfung sowie mit zunehmender Dämpfung bei festgehaltenem Gesamt- 


richtmoment. Bei festvorgegebenem Gesamtrichtmoment bekommen wir als Optimalfall 
0, d.h. astatische Aufhängung des Kreisels entsprechend der Sperry schen Konstruktion. 
| ve DD. 
In «diesem Falle haben wır A 7. /u ganz entsprechenden Ergebnissen gelangt man 
4 


im Falle periodischer Schwankungen. Die Bestimmung der reellen Resonanzfunktion geschieht 
hier sehr einfach graphisch dureh Abzreifen aus denjenigen beiden komplexen Resonanz- 
[unktionen, die aus den Gl. (15) durch den Grenzübergang y—>O entstehen, und Addieren der 
abzegriffenen Beträge. 


"ür Pendel, bei denen ‘2. erheblich größer ıst als y, ist daher die Sperry sche astatische 
\ufhängung vorzuziehen. Wenn man dagegen /|=y machen kann, wird man im Gegensatz 
dazu eine möglichst Kleine Dämpfung zu wählen haben. Dann bekommt man allerdings 
einen Horizont, der fast fehlerfrei arbeitet. 


6. Hinzunahme von Vertikalbeschleunigungen. Lassen wir außer den bisher allein berück- 
sichtigten Horizontalbeschleunigungen auch noch eine Komponente in vertikaler Richtung b, zu, 
so sind die Gl. (1) und (2) abzuändern, indem 


1} 


I. für das Schweremoment anstatt S= myga Jetzt ma(g+ b,) zu setzen Ist und 


>» für den te des Winkels e zwischen Seheinlot und wahrem Lot, der wieder als kleın 
h; D 
veren eins vorausgesetzt wird, anstatt te 4 jetzt ig em: E 
JG GT 


\lıt «diesen Korrekturen erhalten wır aus den Gl. (2a) 


am | TR ‚am “ RR 5 

u 1 (y- h,.)ila D +19 +12 (4 +b,))Dd ). 

I j y+b, 

Jetzt haben wir eine Iineare inhomogene Differentialeleichunge mit nieht konstanten Koeffizienten 
(b, hängt von F ab!). Wieder können wir die Lösung in expliziter Form angeben. Setzen wir 


(tm 


] "; o+-in(gy+b)=fl), 


s) Iın Falle 9 0 eilt diese Gleichung auch für beliebige große Scheintotwinkel 
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so schreibt sich die alleemeine Lösune in der Form 


! 
E h > 
(l (onst (di p [di\eifdt dD D/ dt 
‘f + I 


! 


Jetzt ıst es praktischer, nieht wie in den Gl. (5) und (6) in Fahrt und Beschleunigungsfehler 
zu spalten, sondern dureh partielle Integration das d unter dem Integral in ein dD zu ver- 
wandeln. Es gilt: 


er I R BY 
p di \fdtf nl Y dt dtN|\f? dt 
\‘ fr | p‘ I 2 E ( \‘ DJ g+b, (/ er „,, | 
Daher erhalten wir für den Gesamtfehler 
. I? . IV fr 
Ds e-\fat\ eifatd | + f? | / 
a Ste 0 +/ m h, \ ( vl / y 5 | / y- 1.) dt. 


Der Ausdruck unter dem Integral in eckigen Klammern kann jetzt im allgemeinen nieht mehr 
zum Verschwinden gebracht werden, da er von der willkürlichen Funktion b,(f) abhängt. 


Insbesondere erhalten wir für verschwindender Dämpfung 
außerdem bei St Minuten-Abstimmung 


Dann wird 
| | | m. m | 
a=(onste-/dt LidRw-te-\/dt\elfaty ! > At 
7 \M,VyY 
Schreiben wir für die „Vertikaleeschwindiekeit* R=v,., so ıst bei wesentlichen Vertikal- 
beschleunigeunzen das zweite Glied ın der eckigen Klammer absolut genommen klein geren- 
über dem ersten. Daher sehen wir den Ausdruck 


| .b, 
e-Vat\eiraty Fer "02 2 0 a ee 27 


‘J 


IC 
EZ 


als Fehler unseres S4-Minuten-Pendels bei Hinzunahme von Vertikalstöruneen an’). 


Die Fehler dureh Vertikalbeschleunieung bleiben sehr geringe, weil erstens ihrer Natur 
nach wesentliche Vertikalbeschleunigungen nur über solche Zeitspannen ohne Vorzeichen- 
wechsel wirksam sein können, die klein sind gegenüber der Schwinzungszeit des Pendels 
von 84 Minuten. Zweitens deshalb, weil die Vertikalbeschleunigungen allein überhaupt keinen 
Fehler hervorbringeen, sondern nur beı gleichzeitie wirkenden Horizontalbeschleunieuneen und 
zwar nur dadureh, daß die beschleunizeungsfreie Abstimmung gestört ist. Größere Fehler 
können sich nach Gl. (23) bei periodischen Störungen ergeben, wenn Horizontal- und Vertikal- 
beweeune in Resonanz stehen. 


7. Allgemeines. Die angegebene Methode, die Beschleunigungsfreiheit eines Systems zu 
prüfen, ist nicht auf den durchgerechneten Fall beschränkt. Im allgemeinen wird man nur 
anstatt der einen Iinhomogrenen Gl. (2) deren mehrere haben. Wieder kann man die Lösung 
in Form von Integralen erhalten, unter denen die Funktionen d,, d,und d,, d,stehen, wieder 
kann man auch dureh partielle Integration erreichen, daß unter den Integralen nur noch die 
Beschleunizungen auftreten. Sie besitzen zeitunabhängige Faktoren, die näher zu diskutieren 
und besonders auf ihre Nullstellen zu prüfen sind. Lohnende Beispiele sind der Zwei- oder 
Dreikreiselkompaß unter Hinzunahme der Dämpfung. 


Jedoch scheint die hier entwickelte Methode, vor den Störintegralen stehende Faktoren 
zu untersuchen, auch sonst erfolgversprechend, wenn es sich um Probleme handelt, bei denen 
gewisse schwingungsfähige Systeme gegenüber völlig beliebigen im allgemeinen nicht perio- 
dischen Kräften möglichst unempfindlich abgestimmt werden sollen (Schlingertank)). 327 

9), Es sei darauf hingewiesen, daß im Gegensatz zum Kreiselpendel das physikalische 84-Minnuten-Pendel auch gegen 
iiber beliebigen Vertikalbewegungen unempfindlich ist. Vgl. Anm. ?. Scheinbar Gegensätzliches in einer Note von 


E. Sehmid (Jahrb. d. deutsch. Luftfahrtfschg. 1938 III 6) klärt sieh auf, wenn dort die Abweichung vom Erdlot als 
Fehlerkoordinate eingeführt wird anstatt der verwendeten irreführenden Abweichung von einem parallelen Richtungsfeld, 
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Über die explizite Form der dynamischen Gleichungen 
für die Bewegung eines starren Körpers relativ 
zu einem geführten Bezugssystem. 
Von Ernst Hölder ın Leipzig. 


Nie Grundgleiehungen für die Bewegung eines starren Körpers') vereinfachen sich auch 
DD wenn kein Punkt festgehalten ist —, falls der Ursprung des Bezugssystems in den 
Schwerpunkt gelegt und seine Achsenriehtungen ım Inertialsystem fest gewählt werden'*), oder 
falls die Koordinatenachsen im Körper fest sind. Trotzdem benutzt man bei manchen in der 
Astronomie und Teehnik vorkommenden Problemen (z. B. Präzession und Nutation des Erd- 
körpers, Fahrzeugkreisell zweekmäßig ein Bezugssystem, das in noch allgemeinerer Weise 
sowohl gegenüber dem Inertialsystem wie auch gegenüber dem Körper bewegt ist (in den 
Beispielen das durch Figurenachse und Knotenlinie bestimmte rechtwinklige System bzw. 
das Fahrzeug). Für diesen allgemeinen Fall findet man ın den Lehrbüchern der Mechanik 
natürlich (außer den kinematischen Gleichungen) die dynamischen Gleichungen sowie die Aus- 
drücke für die in ihnen vorkommenden absoluten zeitlichen Ableitungen der absoluten Impuls- 
erößen einerseits, die Ausdrücke für den Impuls in der absoluten Schraubengeschwindigkeit 
des Körpers andrerseits, meist aber nicht diese Impulsausdrücke in jene dynamischen Gleichungen 
eingesetzt und zu expliziten Endformeln ausgerechnet. 

Nur Heun?) hat das getan: völlig explizit für ein ım Körper festes. aber beliebig 
lerenes Bezugssystem. Im allgemeinen Fall eines sowohl gegen das Inertialsystem wie gegen 


>. 


ge- 
den Körper bewegten Bezugssystems gibt Heun’) das Endergebnis in einer etwas weniger 
übersichtlichen Form. In dem Coriolisanteil müßte wohl auch die Spur des Trägheitstensors 
im Bezugssystem und nicht, wie Heun schreibt, im körperfesten System auftreten. Außerdem 
sind die Differentialgleichungen für die hier zeitlich veränderliche Trägheitsmatrix hinzuzufügen. 

Kine beeriffliche Vereinfachung hat v. Mises’) mittels seiner Motorreehnune erzielt. 
deren Formeln rein schematisch (aber doch nieht ohne Gedächtnis- und Rechenarbeit) in die 
expliziten Formeln für die Koordinaten ausgeschrieben werden können. Daß v. Mises und 
nach ihm die bis zur Vektorzerleeunge gehende Darstellung von Winkelmann und Grammel’) 
bei Verwendung der Trägheitsdyade, die ein Bezugssystem erfordert, als solches den erst zu 
untersuchenden starren Körper selbst nehmen, hat den Vorteil, daß die Trägheitsmatrix zeit- 
lieh konstant wird, bedingt aber andrerseits, daß man die im körperfesten System genommenen 
Koordinaten der absoluten Schraubengeschwindigkeit des Körpers als Unbekannte nehmen 
müßte. Denn die Zerleeung in Führungs- und Relativgeschwindigkeit, auf die in der Literatur 
mit Rücksicht auf die mechanische Interpretation Wert gelegt wird, hat (bei Zugrundelegung 
des körperfesten Bezugssystems) für die mathematische Behandlung der dynamischen Differential- 
eleichungen zunächst keine Bedeutung, da ja die Führungsgeschwindigkeit in ihrer Zerlegung 
nach dem mit dem Körper bewegten System von vornherein gar nicht bekannt ist. 

Nachfolgend sollen die expliziten dynamischen Endformeln allgemein formuliert werden 
unter durchgängiger Verwendung der (in einem zwischen Inertialsystem und Körper ein- 
veschobenen Bezugssystem genommenen) Koordinaten der in Betracht kommenden Vektorsysteme 
(der Kräfte und der absoluten Schraubengesehwindigkeit des Körpers), deren analytische 
Theorie von Ball, Klein®) und Study’) ausgebildet worden ist. Die genannten Vektor- 

I), Vel. DV. Levi-Civitae U. Amaldi: Lezioni di Mecceanieca razionale Il», Cap. VII, n. 3, Bologna 1927. 
Ich selbst stütze mieh auf die Darstellung der Mechanik, die Herglotz in seiner Vorlesung über Mechanik, Winter 
10923 bis ?4 in Leipzig, gegeben hat. 


ta) Verl. )J. Nielsen: Vorlesungen tiber elementare Mechanik, Berlin 1935, S. 436 IT. 
K. Heun: a) Lehrbuch der Meehanik, I. Kinematik, Leipzig 1906, S. 271: b) Ansätze und allgemeine Methoden 


der Systemmechanik, Eneykl. d. math. Wiss. IV», Art. 11, S. 398. v. Mises, ]. e. %, S. 196 gewinnt die Gleichungen 
aus einer einfachen Motorgleiehung. Beim expliziten Ausschreiben werden Fehler bei Heun berichtigt, ein neuer hat 
sich aueh eingeschliehen: der mittlere Term in (l2a) muß lauten mo, (w +0.b— va). 


3) K. Heun ]l; ec. 93 b) 8. 438. 

ı, R.v. Mises: Motorreehnung, ein neues Hilfsmittel der Mechanik: Anwendungen der Motorreehnung, Z. an- 
Low Math. Mech., Bd. 4 (1924), S. 155 bis 181; 193 bis 213, insb. S. 196. 

M. Winkelmann und R. Grammel: Kinetik der starren Körper, Handb. d. Physik, Berlin 1927, Kap. 8, 
insb, S. 446 ff 

‘%, P., Klein: Zur Sehraubentheorie von Sir Robert Ball, Math. Ann. Bd. 62 (1906), S. 419 bis 448 = Ges. 
math. Abh. 1, Berlin 1921, S. 503 bis 532. 

') E. Study: Sug les equations du mouvement d’un eorps solide, Journ. de Math. (6) Bd.7 (1911), S. 97 bis 111. 
Studys Hauptwerk „Geometrie der Dynamen“, Leipzig 1903, stellt speziell Statik und Kinematik starrer Körper in 
linieneeometrische Zusammenhänge, die aueh die niehteuklidisehen Verhältnisse umfassen, für unsere mehr praktischen, 
auf die Dynamik gerichteten Absichten aber weniger in Betracht kommen. 

In meehaniseher Hinsicht über Study hinausgehend hat v. Mises ein System direkter geometrischer Analyse, 
die bereits oben #) zitierte Motorreehnunge entwiekelt; vgl. neuerdings auch deren Begründung im Hyperkomplexen bei 
K. Strubeeker, Studysehes Übertragungsprinzip und Motorreehnung, Math. Zeitschr. Bd. 44 (10538), S. 1 bis 19. 

Kine parallel laufende Darstellung der Mechanik des starren Körpers mittels der Graßmannschen Punkt 
rechnung gibt Lotze. Die explizite Ausreehnung der symbolischen Formeln wird aber nur für den Fall der Euler- 
schen Kreiselgleichungen vorgenommen. Vgl. A. Lotze, Die Grundgleiechungen der Mechanik, insbesondere starrer 
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systeme und ebenso das der absoluten Impulse und deren absoluter zeitlichen Ableitungen 
sind unabhängig von der Richtung der Koordinatenachsen und auch vom Ursprung, dem Be- 
zugspunkt für die übliche Bildung des Momentenvektors. Mit den Koordinaten aber, die als 
Summen Plückerscher Koordinaten alternierende Tensorkomponenten mit zwei Indizes 
1,2,3 und®) 0 sind, kann man nach Art des Rıcceı-Kalküls bequem rechnen und einfache 
Kovarianten bei der Gruppe der Bezugssystem- Transformationen aufstellen, wie die folgende 
Betrachtung, ein Beitrag zur analytischen Geometrie der Vektorsysteme zeigen möge. Ahnliech 
wie es Weyl’) für den Körper mit festgehaltenem Punkt unter Bezugnahme auf körperfeste 
Achsen dargestellt hat, erhalte ich in völlig expliziter und doch übersichtlicher Weise Differential- 
gleichungen erster Ordnung für die Koordinaten der absoluten Schraubengeschwindigkeit des 
Körpers und die Elemente seiner Trägheitsmatrix ; zusammen mit den kinematischen Differential- 
gleichungen '’) bestimmen sie die Bewegung des Körpers. 


Il. Ich beziehe mich auf ein durch den Ursprung und die dreı Einheitsvektoren eerebenes 
Bezugssystem S (0; €,, &,, &,). Für sämtliche Punkte nehme ıch «= 1 als vierte homogene 


Koordinate zu x'!. x? #° hinzu: (=") (h = 0.1.2.3. ebenso für andere Indizes. wenn nichts Besonderes 
gesagt ist). Der metrische Fundamentaltensor ist 9;; = eonst (f,j = 1,2,5),9 == det (g; ). Den 


kogredienten symmetrischen Tensor g"" (h,k=0,1,2,5) definiere man so: g’J(t,j = 1,2,3) seien 


wie üblich die reziproke Matrix zum Fundamentaltensor g;;, weiter aber sei in Jedem Be- 
zugssvstem 
Mt —=0 WERL BBT: Hr rn 


Die so erklärten Größen g"F bilden einen symmetrischen Tensor, der sich in beiden Indizes 
kogredient transformiert zur Koordinatentransformation 


’’ . ° 
ge ee 7 Na „eh, 1; 4 ar‘ ur! (? , 24 >) | . i ’ . (1). 


Es sind nämlieh die transformierten Komponenten qg"’F’ — a," a,"’ q"F® (summiert über h.k 
] kg 


0,1,2,3) 
für A 0: get age! 0 und für A’, k’ is; 5; gt \ a; a; TUE 
wie es sein soll. 


Bw 
Der Einzelvektor y2, der vom Punkt (y”") nach dem Punkt (z") geht, hat als Plückerschen 
Koordinaten die Determinanten 


12 .) 
} ; i : IS), 


pi—=(ya)" ylı Zi TE ll zil 
also 


ph=za— M pyi=yzdi—yea, k=1,2,3; tj= 383,31, 12. 


Körper, neu entwickelt mit Graßmanns Punktreehnung, Leipzig 1922: Systeme geometrischer Analyse, Il. Teil, 
Kneykl. d. math. Wiss, IIlls, Art. AB 11. S. 1425 bis 1550, insbes. S. 1539 ff.; Punkt- und Vektorreehnunge, Berlin und 
leipzig 1929. e ’ 

s) Vgl. auch die Bemerkung bei E.Cartan, Lecons sur Ja Geometrie des espaces de Riemann, Paris 1928, p. IST. 

»), H. Weyl: Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., Berlin 1923, S. »fl. Vgl. auch C. Runge: Vektoranalysis I, Leip 
zie 1919, S. 189 If., sowie P. Appell: Traite de Mecanique rationelle T. V, Paris 1926, p. ST ff.; endlich Duschek-Mavyer, 
Lehrbuch der Differentialgeometrie Bd. II, Leipzig-Berlin 1990, S. 240 ff. 

10) Diese könnte man auch in den die Lage des Körpers ceharakterisierenden Studysehen Biquaternionen 
parametern hinschreiben, indem man deren Ableitungen aus dem Gleiehungssystem berechnet, das Study angegeben 
hat a.a.0. °) 1. Zitat, Formel (15): in dieser müssen nur die vier letzten Terme enteegrengzesetztes Vorzeiehen haben. 
Vel. auch Ch. Cailler, Introduction geometrique A Ja Mecanique rationelle, Geneve-Paris 1924, SS, 566 IT. 

11) Herr van der Waerden (dessen Vorlesungen und Seminare über Invariantentheorie und algebraische 
(eometrie mieh auch auf den Gedanken gebracht haben, die dort durehgzeführten Rechnungen mit Plüekerschen 
Koordimaten u. dgl. noch mehr als üblieh auf die Mechanik des starren Körpers anzuwenden) machte mich noch auf 
merksam auf die (in der Theorie der Bewegungsinvarianten insbesondere von R. Weitzenböck, z. B. Über die In 
varianten der Hauptgruppe, Math. Ann. Bd. 75 (1914), S. 569 bis 585, betonte) -Adjunktion des dureh (0) entstehenden 


quaternären Vensors g" k (an Stelle des von mir ursprünglich verwendeten ternären Fundamentaltensors), der in Ebenen- 


koordinaten ”,, den absoluten Kegelsehnitt gi h u, u]; 0 in der unendlich fernen Ebene 1, an x0 0 gibt, deren 
ebenfalls zu adjungierende Linearform bei uns fest gegeben ist: !, = 1,0,0,0. Die unendlich ferne Ebene (ı hı (d,,) 
ist zu jeder beliebigen Ebene ”,, bezüglich jener ausgearteten Fläche zweiter Klasse koningiert: gfh ut, ghv u, =®, 


de: Di, af 0 0,1,2,3. Der Tensor g"' hi eestattet nunmehr, auch in rein aleebraischer Weise die Kovarianz der 
Jildungen einzusehen, die ich ursprünglich auf die geometrisch-meehanische Bedeutung der Vektorsysteme gestützt und 
mehr formal mittels der Festsetzung 75,°=0, vgl. (6)®, einheitlich geschrieben hatte. 

12) Die zuletzt benutzte Abkürzung, die sinngemäß auch beim Vorhandensein weiterer, nieht eingeklammerter 
und nieht zu permutierenden Indizes angewandt wird, findet sieh (bis auf den Faktor 1/2) bei J. A. Sehouten und 
D. J. Struik, Einführung in die neueren Methoden der Differentialgeometrie, Bd. I, Groningen-Batavia 1935, S. 15. 
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> 
Den Momentenvektor von 42 im Punkt „= (.r") bekommt man so: Man bilde noch die 


Determinanten 
I ey >) x ’ + El A gr i i : (3). 
die Plüekerschen Koordinaten des Ebenenstücks x yz. Unter Hinzunahme eines weiteren 


Punktes s gilt dann für die Determinante (yzasl!! PP —(yz.ıs) 


y 
J 
| on 


] 





| ‘/ 14 5 7 S]0 h )j h’) p N \ „H N 
(al: 
> | ‘4 sig (!} Jı / j’ + 5 > T r’tsS 
hl 
0123 AT 
sie thijk) ıst das Sıenum «der Permutation In; 1.) Nun multipliziert sich (yz.s) beı 
tt) KR 


/uerundeleeune der transformierten Punktkoordinaten .r”" mit der Funktionaldeterminante 


von (1), also mit det (a), ©,5 = 1.2,3. Dasselbe tut aber auch ydet(g/)=yy ', (i,j=1,2,3). 


In (3a) steht also links eine absolute Invarlante. Den alternierenden Größen p!J und phil wird 
daher «dureh die Formeln 


T; | y sıetijhi)p'?, rh=-U 123 GE u Gm 
H ‚4 sie (hi jap TuRKF" pr Nik Tip I Tl ER (»), 


in denen wicht stillschweigend über kij zu summieren Ist, eineindeutig und kovariant eine duale 


kontragrediente alternierende Größe 7,,;, bzw. ein kontragredienter (Momenten-)Vektor u, 
zugeordnet. 
Insbesondere sind 7,,=)y g p'’, für die geraden Permutationen ijk 2 125, die kontra- 
gredienten Komponenten des Momentenvektors im Ursprung (1,0, 0,0). 
Schließlich ıst der kogrediente Momentenvektor 
H (/ tt ITy’ Ill 7], ih Typ (6), 
wobeı der kovarıante Prozeß des Heraufziehens nach (0) zu Größen führt mit 
H 0) Tin 0) oo (6) 
(im Gegensatz zu den Punkten .r” mit =" =1). Der Momentenvektor «/, der im Punkt x an- 
. . zo 
greifen soll, ist mit dem Vektor yz und dem Punkt x kovariant verknüpft. Da 
” yi—zai ya A 
H | ‘f sıelijh)p" ö we: : . ijkz 125. ; (al 
> > 
der (freie) Ergänzungsvektor zum Bivektor [x », #2] ist, zeigt (ae, u, a) in die positive Normalen- 


—> 
richtung des Dreiecks .r yz und hat als Länge dessen doppelten Flächeninhalt'”) Nebenbei 
Ist 7,’ «ler kogrediente Momentenvektor im Ursprung. 


Die Koordinaten «/ des Momentenvektors sind nach (2) mit (yP) == (al), (zP) (al) + (u) 
AH rı'u 20 201 FE] ; ; ; (7). 


Algzebraisch folgt in bekannter Weise die Kovarianz von Überschiebungen der Art 
rh rlin;, Rau, Entioj" = E,fiwjjr g*", usw. aus der Invarianz von zy,.ch sk, 
letzten Endes aus der des skalaren Produktes tt. s". 

Kın Vektorsystem I, als dessen Koordinaten s” s/" einfach die Summen I p"} der 
Koordinaten der ın I enthaltenen Einzelvektoren definiert werden, kommt für uns in Betracht 
nur bis auf die Elementartransformationen der Verschiebung eines Einzelvektors in sich und 
der Addition von Vektoren mit demselben Anfangspunkt oder Zerlegung eines Vektors in solche. 

Dafür daß zwei Systeme I, I ineinander transformierbar, d. h. äquivalent sind, I x 5, 
ist bekanntlich notwendige und hinreichend die Gleichheit der Koordinaten s"i=s"J, Bei 
den Elementartransformationen bleiben nämlich die Koordinaten s”"J ungeändert und umgekehrt 
bestimmen die Koordinaten (bis auf Aquivalenz) eindeutig das System I, von sechs Vektoren 
in den Kanten des dureh O und die Endpunkte von e,,6,, ec, gebildeten Tetraeders, in welches 3 
transformierbar Ist 
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Jedes System I mit s"/ 0 ıst äquivalent einem Vektorpaar; zwei Paare sind äquivalent, 


wenn sie Parallelogramme bestimmen, die nach Flächeninhalt, Umlauf und Stellung über- 
einstimmen, also gleiche Plangrößen. Diese lassen sich auch addieren: ein System aus einer 
Anzahl von Paaren ıst einem einzigen Paar äquivalent. 

Zwei Vektorsysteme werden addiert, indem man ihre sämtlichen Vektoren zusammenfaßt; 
dabei addieren sich die entsprechenden Koordinaten. Entsprechendes gilt für die Multiplikation 
mit einer Zahl. 

Der Momentenvektor eines Vektorsvstems in einem Punkt ist als Summe der Moment: 
vektoren der Einzelvektoren des Systems mit diesem kovarlant verknüpft und durch den 
Ausdruck (7) gegeben, wo jetzt 7,’ die entsprechenden Koordinaten des Systems sınd. 

Zur Berechnung und geometrischen Deutung der Koordinaten s"/ eines Systems I von 
KEinzelvektoren MA dient folgende Umformunge: Man fürt ın O0 hinzu die Vektoren A, und A, 
die zu den Vektoren A parallelgleich bzw. antiparallelgleich sind, und fasse dann jedes 
ursprüngliche U mit dem entsprechenden X zu einem Vektorpaar zusammen, das ich symbolisch 
mit tr bezeichne, wenn X B.. ie; der Ortsvektor von O zum Angriffspunkt von WU ist. Es 

i—] 
wird dann mit Rücksicht auf die Addition der Vektoren A, mit demselben Angriffspunkt © 
und die Addition der Plangrößen el im Sinne der Aquivalenz 
= x 


ve (2 4; > Y I) abs (N s’Je, e; gi N Ö; e;) —— (S oh n ey, e;) (S). 


} (17 
Dabei sind in dem linearen Raum der Vektorsysteme I als Basıiselemente die drei Einheits- 
vektoren e;() 1,2,5) In (, die wir auch mit ee; bezeichnen, sowie die dreı Vektorpaare 
e;0; (tj= 25,51, 12) genommen. 


2. An die Grundvorstelluneen der Kınematik zu erinnern, betrachte ich neben dem 
absolut ruhenden Inertialsyvstem S, 


das Bezugssystem S(0; 0,,8,,.0,). Das Vektorsystem der 
absoluten, d. h. von 8, beobachteten Schraubengeschwindiekeit von 8 (der sog. Mitführungs 


0 

eeschwindiekeit) habe ın S die Koordinaten 

ne En 35 h Lv = 

mr ®, ms) Imij; uch %) k=123 ln} nf) er (), 

4 
u 5 ai er | | 
es entspricht 75 9; ; dem resultierenden Einzelvektor der Winkelgeschwindigkeit um O, Dil, 
a Y 


dem resultierenden Vektorpaar der Translationsgeschwindigkeit von ©. 


Hat ein Punkt (e”) relativ zu S den Vektor 3, der Relativgeschwindigkeit mit den 


3 di. Fo e ee 
Komponenten 14 in 8, t Zeit, so ist der Vektor der Absoluteeschwindiekeit 
( 
© 2, HB, . } . j } (Io). 


wo die Mitführungsgeschwindigkeit 3,, die Komponenten 


| Ze IT (ll) 
ın S hat, vel. (6) mit oy„’ statt zyJ. 

Die absolute, d. h. von 8, beobachtete zeitliche Ableitung eines Vektorsystenis 2° 2 
kann erklärt werden als das Vektorsystem j 


ER ER , 
Lim —(F2(t+r), -Zd))=2. .... . (12), 
> 0 EC 
wo also die Vektoren von L{f)\, umzekehrt gerichtet in S, fixiert, mit denen von I (+ rn), r>V, 
In 5, zusammenzunehmen und im Verhältnis 1: 1/r zu vergrößern sind, und dann 7>0 gehen 
muß. Wir fragen nach den Koordinaten von 2 in S, wenn die-Koordinaten "7 von I eben- 
falls bezüglich S als Funktionen der Zeit ft gegeben sind. Es ist 


. d dy! / d enE€ 
ey on hı , \ a I) I) | Jh , / 2. 
2 (SA"Ie„e; ‚6; -+$S4AJ (13) 
dt‘ ent) s dt hi S dt 
r .. ® d Ce 6; . )»+) r \ 
Zunächst ıst y; 4 :123) das Vektorsystem, gegen welches das System 
( . . 


ern) in Olt+r, —e;(t) in Old), für T>0 
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konvergiert; dieses ist äquivalent dem Einzelvektor co; (t+rT) -e;(t)} ın O (f), konvergierend 

T 
eeeen (hier wie in (16), (17) summiert über I! 1,2,3) 
(r 6 ın O(#). an ;! ne ; r ) . (14), 


| 
und dem Paaı (e;(t+r) ın Olt-+r), e;(#-+r) ın O(H)}, konvergierend gegen das Paar 
T 





(nieht summieren über j. k, Tl. eine gerade Permutation von 125) 


(rt), (N) I nd Ce Ce L_ (en, N J (, N;f) Y C + (w.d 0; Ip dl) Ce, | 


- v-; (15). 
„m, Cie, MD, 8] wr ei, 0 Cj — 27m was 
li] 
Im zanzen wırd 
Ace; l 
( eo eı rw, eı8;, (J 123). . a . (16). 
dt 4 ‘ 


i dec;e : 2, FR i z i 
"ür die Ableitung 14 des Vektorpaars e;0;(fj=23,31,12) ist ein System von zwei 
{ . . 


Paaren zu bilden. bei denen es auf die mit der Beweeung von O verbundene Translation nicht 
ankommt. Man erhält wıe beı festem 0 


Urs Hm ;'e;0,, (27 =.9,.1308 , s . a BR 


Nunmehr wird die Ableitung (summiert über j=1,2,3; (ij) = 25, 51,12: 1=1,2,3) 








hı 
we dı ‚ 2) u _ 2 Tv Y co. EL AE =n 
= [8 jr 0] #} 2 ‚ol teen + ZI Val; + jlere) 
( l (ij) / 
1; 15i 3 3 (15). 
u 5% 2" / ri ve he / y v va Ta ; 
3 | ozt)e, 0;7 Y (;6; + \ \ \ YUERTIRETES 
nd (dt! / me dt 6 — 5 
(:)) Z ı ] lı | 
Die Koordinaten von 2, die sog. absoluten zeitlichen Ableitungen der "3 sınd'*) 
Ay"! i i 
03 IV N ( 
AN /. 177% Br er er Er er 5 DI. 
dt 
dy'J aa 
ztl ‚lin! |... a  . 


die erste Ableitunesformel steekt in der zweiten, wenn man für © auch den Wert 0 nimmt. 
Wir bilden noch die Ableituneseleiehune für die duale alternierende Größe mit den 
korredienten Koordinaten 





i ‘ vr : ae) a a9 92 
(&:;., Zar) | QiArR, AU), id = 1253, In Hin Az Pe a). 
Aus 
, d h 1 2 1 0 1 I») 
N de / “, ra / 1 (Zi), 
Ti 
ds b = 
0 N) } | ( y 13 2 Rn) .)*) 
/ dl 7° a "0, ri", TA” o, A" @W, (Z), 
dt ) l P- 
folgt 
h d > = R 
m. ) 3 - | > 3 F 1 h 2 s 
n e_- 20) 4 Ds 7089. IT &,. Va >... 0, ee... 0, a Wayıns » ; (24). 
- dt } l 2 ı ’ 12 3 32 3 13 2 =: 2 
Aa u e; < U ie e. )r 
‚ 1 2 ‘ ce . 12 ’ Je p ’ > 2 3 ‘ 
Fr 14 r&11®, 7®. 79, ) Ti, %, TS; 509; 5% Pe IZD). 
f 
Nun ıst 
. . an 
(et), + er,” i (N N ghh ()] 1, 0 r E 2 a # r x r z (26), 
4) Diese Ausdrieke sind die linken Seiten der dynamischen Gleichungen (44), in Vektorschreibweise bei Levi 
Civita. le. !ı: dort ist die im Bezugssystem 5 genommene zeitliche Ableitung dnreh einen Punkt angedeutet, den 


wır f ir die ahsol ıl« { it] ehe Ableitung (beobachtet von N benutzen. 
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daher kommt 


| 3 ds; Sntijonjıf d Sij ln ;* . l F ° : . . . r . I). 
Bi ei di ET | 
Dabei ist 2 
Bus 2, e ” ae Br: m LI £ - £ Bi l: In 
Sri ojj! TIEROI, joy! io r+feoiı i SERO NMiSjI m, sjl Si © 
(2) 
BB REF | 
Si; | lm; Sl 


das bilineare kovariante (kontragrediente) Motorprodukt von @;; und £;;. 


3. Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich zum dynamischen Problem der Bewegung 
eines starren Körpers, repräsentiert dureh las Koordinatensystem = PR Die (Grundeleiehuneen 
sollen für den allgemeinen Fall formuliert werden, wo das Bezugssystem S (0; e,, 8,, ,) sowohl, 
wie vorhin angegeben, gegen das ruhende System S 
System S, bewegt ist. 


als auch gegen das im Körper Teste 











5, D) 
Jnertialsystem Bezugssystem Körper (7TY) 
2” u er. u 
W;; Pi; 
En 
Ag211 @Wij 


Das System der äußeren kontravarlanten Kraftvektoren habe die Koordinaten (LVF, LiJ) 
in S. Die Reaktionskräfte bezeichnen wir analog unter Hinzufügung eines Sterns: (1,,"*, L,J); 
sie bestimmen sich in bekannter Weise zusammen mit den übrigen Unbekannten unter Berück- 
siehtigung der Bindungen des Körpers. 

Das Vektorsystem der absoluten, d.h. von S, beobachteten Schraubengeschwindigkeit 
des Körpers S, habe in S die Koordinaten 


| 


(mhk, wi)) = g Pin ©or) ijk = 123, vn) ı Wr; ' 


Bei den dualen Koordinaten entspricht gi dem resultierenden Einzelvektor der 
- 


Winkelgeschwindigekeit um 0, Ä 7% dem resultierenden Vektorpaar der 'Translationsge- 
4) 
schwindigkeit von 0, beides in der Bewegung von S, 


Der Vektor u = (wi) der Absolutgeschwindiekeit des Massenteilehens m ist der Momenten- 
vektor des Systems (m’J) am Ort (x) der Masse m; die Koordinaten des Vektors sind durch 
(7) mit @„? statt 7,’ gegeben, die Komponenten insbesondere dureh (6). 


ME nn De : i FF j - ; ; ; : : ; : (30). 


Die Vektoren m u mit den Massen m als Anfangspunkten bilden das System der absoluten 
Impulse; es hat wegen (7) in S die Koordinaten 





| 2 Phlimy}! Prligilk my}; | re a. m 





wo, summiert über die Massen des starren Körpers, 
Tk_ > mul . 2. 2 2 2 2. a > ©.) 


der symmetrische Trägheitstensor ist. Diese in einer vom Bezugssystem unabhängigen Weise 
erklärte Geschwindigkeit > Impuls-Transformation 


= | i) 
‚i—=sTlh lülklo,,;, I 010205, 2353112. Tr ‚ 183) 
hat die symmetrische Koeffizientenmatrix '’) 
IP it (341): 


15) Als Schema der Trägzheitsmotordyade bei v. Mises, l.e.*) S. 170, siehe unten Nr. 4; vgl. auch Klein, l.e, ®) 
S. 443; Study, 1. e. °) S. 1; Levi-Civita, 1]. e.!) 11,, Cap. IV, n. 15. 
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te Form der dvnamisechen Gleiechungzen 


sie ist nieht singulär, da die zugehörige quadratische Form 


Jill Sy! @w; Pt Row; ; on] > m ru; u, (39), 


die doppelte kinetische Knergie, positiv definit ıst für ein wirklich 
Massensvstem 


Kür das mechanische Grundgesetz braucht man vom Impulssystem die absolute zeitliche 
\bleitune. die Koordinaten genommen ın 8: 


räumlich auseedehntes 


sie sind gegeben dureh die Formeln (20), in die 
wir nunmehr die Ausdrücke (31) für die Impulskoordinaten einzusetzen haben. Es ergibt sich 


d 


ji! (f "(dyY ] p' Kenn! (N; 


lt 


(363). 


Hier bedeutet das Permutationssymbol [k filj]= kij- ikj— kji+jki; an die drei rechts- 
stehenden oberen Indizes ist jeweils nur I" oo, %;, daranzuschreiben: 


dd . 
yı ;l" ()] m VDn'e] Pt en," or} PR nn tenz! - [3 Day. ’ (34) 
| 5) 
/ „it (dj ) J’ er}  (} ! j Te, Vy“ i j R : j . : (9). 
3 
Für den Fall, daß das Bezugssystem S ım Körper 8, fest ıst, ; n;;, IF = const 
kommt einfacher '®) 
. h den, i 
A' / 14 \ pP uTE, Dy" } j (30). 
{ 
Weiter ist aber dann die absolute Ableitung 
den; ' de; 
( OFFER 2 (40). 
lt | a (lt 
"ür jedes Bezugssvstem S gilt somit 
/' p my H ZH (9 any" ‚ (41). 
Nunmehr ist die absolute Ableitung 
den do; den; 
ft (N % () | ‚14 1 dyn" (7 my, ‚1 7 lm, Dy" (+2). 
daher schließheh 
. / do, Eu .. ‘) 
/. I 14 p le} (m, | _ J' "dy Vy" (453). 
/ 


Rechts in der dritten alternierenden Kovariante von g, @;j, 1 bei der Gruppe (1) hat der 
Tensor w1Je; symmetrische kovarlante Komponenten TOT) i = ah 


Die dynamischen Gleichungen für 


16 
VnjDdki ) 
den starren Körper besagen, daß das System der 
absoluten Ableitung der absoluten Impulse mit dem sämtlicher Kräfte (äußerer und Reaktions- 
kräfte) äquivalent ıst! 4 li3 + 1,0, somit 


+ Pill] + Pia = Li+ 13 (4). 


Die für die mechanische Interpretation wichtige Zerlegung der absoluten Impulsableitung 
(43) in Führunes-. Coriolis- und Relativanteil erhalten wir noch, wenn wir durch 


(7) Vai 


> ER . . . . . ° . . : a ’ ’ (45) 


die relative Schraubengesehwindigkeit o„; des Körpers S, gegen das Bezugssystem S, die 
Koordinaten genommen in S, einführen. Es wird dann 


N (t) | 1 er] (r)] I i Dr (of | on") (d" Kor | Tito, I 
y ph rar (of = on") p 0, N on) : . (46). 
rlten, Dy' +2 Irlieny/ on" +1" OR on" | 
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Also kommt in (45), (44) 
. ) hlile | { hlido ıı 
y!ı ) / h | J / h | l / | l,; 3 
| dt | dt . Fan 
(44). 
= Ihlien, ’l nf ) +2 Ihliim,Floy® 4 Plio,sloyt | 


Diese zu drei Termen zusammeneefaßten alternierenden kovarianten Größen sind als Führunes-. 
Coriolis- und Relativanteil der absoluten Impulsableitung zu bezeichnen. 


In der letzten Formel (47) können die einzelnen kovarianten Größen formal in derselben 
Weise durch die im körperfesten System S, genommenen Koordinaten ausgedrückt werden. 
So kommt man zu einer Form der dynamischen Grundgleiehung, die v. Mıises'’) allgemein 
in Motorschreibweise, in einem wichtigen Spezialfall auch in Komponenten ausgeschrieben an- 
eeeeben hat und die Grammel und Wınkelmann'*) alleemein bis zur vektoriellen Zer- 
legung dargestellt haben. Da sich der Ursprung, der Bezugspunkt der Momentenbildung, so- 
wie die Achsen mit dem starren Körper bewegen, sind hier freilich die Koordinaten der 
Führungsgeschwindigkeit nicht a priori bekannt, weshalb ich diese Form nur erwähne. Die 
Vektorsysteme der bezüglich S genommenen Ableitungen der Führungs- bzw. relativen 

day; don; 


Schraubengeschwindigkeit des Körpers [mit den Koortinaten 14 bzw. 1} in S früher) 
( { 
sollen jetzt in S, die Koordinaten 
de, ji - do, :_ do, 

. A I, Er ‚ r . tı Jı I; f Ihr) 

„Hp; 1 lt lo], ı@9j, kıl bzw. hy jı lt +[on; Er k1 lt (48) 
haben. Dann gilt für die in 5, genommenen Koordinaten dieselbe Formel (47), nur daß 
don; 
Dj, Statt 1} steht und auch sonst die Indizes die Marke 1 traren, um anzudeuten, daß 

( 


die Koordinaten in S, genommen sind. 


Nimmt man aber, wie wir es tun, ein Bezugssystem S von bekannter Führungsgeschwin- 


diekeit ©;;. so hat man die weiteren Differentialeleichuneen 


t)J® 
d [4 \' dr! dal \' 3 
zum (7 re ma) re a)y 
( \ ( (49), 
ri (on rn) + [hi (my! nn!) Ihio, t- "3 oy! | 
2 | ATi) | 
abeekürzt | Ihioy)) ER ter ER. 


) 
N) 


lt 


Die Endgleichungen (44), (49), die sich wegen der Bemerkung zu (33) nach den 
Differentialguotienten der gesuchten Funktionen I”*, r„;, auflösen lassen, zusammen mit den 
Bedineungen für die Reaktıonskräfte LU bestimmen die Bewerung des starren Körpers S, 
relativ zum Bezugssystem S sowie die Reaktionskräfte. "Die Lage von S, rüecksichtlich 8, 

M | 


! 
d.h. die in S genommenen Koordinaten von Ursprung (z#”") und Einheitspunkten (z#") des körper- 


festen affinen Systems 5 


‚ ergeben sich als Lösungen x" der kinematischen Gleichungen 


d.r) ur 
(in, Du’) ax" . (U), 
Mi; Jı / | 
0 N e i 
wenn die Anfangeswerte von x" bzw. «" bekannt sınd. Setzt man von vornherein ." |, so 
ı) 


bekommt man ein inhomogenes System für x’, von dem die Lösung #7 zu bestimmen ist, 
welche als Anfaneswerte die gegebenen Anfangskoordinaten des Ursprungs von S, hat. Der 
ı 


freie Vektor = .r/ — ar) genügt dann dem homogenen System 


dd Zu E ’ r - 
- \ (nr! ,) Tu J 1.2.3 ' . ‚dal, 
lt £ r 


/ l 


17), v. Mises, l. ce. ®) S. 197, Gl. (17). 


IS, G(rammel und Winkelmann, ]. e °) 8. 446, Gl]. (4), sowie (8), (9). 
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dessen Lösungsvektoren 7 paarweise ein zeitunabhängiges skalares Produkt I; Sit y 
i==1 ij=el 


haben und ın bekannter Weise auf die Lösungen einer Riecatischen Differentialeleichunge 


14 


zurückeeführt werden '*). 


4. Ich füre noch einen Abschnitt hinzu, um die gewonnenen Formeln mit den üblichen 

zu vergleichen: ich beziehe mich auf ein Cartesisches Bezuessvstem (orthoeronaler Einheits- 
md. 00 BD, = 

0; AUF 1253) gilt. Statt ©)’ kann man dann wy; 

b) wr 
schreiben usw. Es ist jetzt die absolute Führungssehraubengeschwindigkeit 


vektoren). für das Mi; d;; 


(mV get) (Di; nr) (m. ,) DIE (1J kz=123 . ‚,‚ (ol), 


veoeben dureh den Vektor der Wınkeleeschwindiekeit 


“ (m, W, 0m ,) a Be 5 ee ra ‚- I) 


und den Vektor der Translationsgeschwindigkeit (der absoluten Führungsgeschwindigkeit des 


Bezugspunktes 0) 


iu -97 
(), AD Da Be) - vH Ren re un 


Analoge Bezeichnungen sollen für die absolute Schraubengeschwindigkeit des Körpers 
S, (Koordinaten genommen in 5) gelten: 


7 


NA geil) (m; ) Dir b \ r , ; ie E ; : (99) 


ın Duy%) lin. ca) 


,) 0 


mit Wıinkelgeschwindigkeits- bzw. Translationsgeschwindigkeitsvektor 


wm (m; (Hs ,) (Myz (My, 2,9), Mg (No, Ho9 Dos) ö ’ . . i i (4); 


letztere ist die absolute Geschwindigkeit des Körperpunktes, der jeweils mit dem Ursprung 0 
des Bezugssystems 5 zusammenfällt. 


Die absolute Impulsschraube ıst (in 5) 


(Ak J) (&; 5, &0k) (85) BT 9 GRPSEEFEE IP), 
\eo 
“ - - 01 302 503 0 ie 
ie, 2.8) deal ua . „Er re 
der resultierende Impuls und 
EV EEE Ei ib ad 7 EEE % 


las resultierende Iımpulsmoment bezeichnet. 


Zunächst hat die in den Ableitungsgleichungen (27) und dadureh in den Endgleichungen (43) 


vorkommende bilineare Kovariante 7;; = &,1@ 351" [o;" &;5] die Koordinaten 





To : [0,' Er Do Bir + TER FA TR Pr („V)y,g | 
MD S Mag S ( FR (N, 0) (4). 
Toy 9," & | Da Sn Pi m; (m, & Dr &; Ri | 
ls sınd also die Vektoren 
228,8, Be IN, AI, 2,.—=(n, rar) =lo,2]+lo&) -. - - (68) 
und 
ER. JS X] das Motorprodukt at, m re 
wie in der Definition von v. Mises, l.e.') S. 163, Gl. (#). 
Die Ableituneseleiehungen (27) lauten nun vektoriell 
5 dl: As, Pr u z 
ra 2 Fe Pe ra a 72 5 aa [7 (60), 
{ 4 


in Motorsehreibweise (v. Mises. l.e. *?) S. 195, Gl. (4)) 


AR 5 : VO a | ° 
dt 





renerale des surfaces 1?, Paris 1914, p. 271. 


19) (1. Darboux: eons sur Ja theorie 
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Auch das skalare Produkt zweier Motoren kommt, nebenbei bemerkt, in unseren Be- 
trachtungen, (35), vor: die doppelte kinetische Enereie 


a .j ) 29: f ” b . x . 
sr w;=A OO, rt: rA Dat: +: Em, +5, w=(B) . . . . 162). 


Um die Impulsausdrücke (31) /"l’o,F| auszuschreiben, setzen wir noch 


I" = M = Gesamtmasse, I’) Ma;, (a;)= a Vektor nach dem Schwerpunkt (j = 123) (683). 
Dann kommt für 057 --01,... der resultierende Impuls 
3 y U | Pt * ] ie M(o,, d,(n, ! t,.@,), ar j ü (64). 
vektoriell 
& Milo, + ln «a|) : ’ x i ’ (6). 
und für 2j=23,... das Impulsmoment 
PP ji” g“ Di rn / .” m,“ p- I" 0,” - Dr / en,“ a Ni | 
a en R | (66), 
. \ - + 7 m; ie N Er (Mg + A (U, dog U dgl ++: 
vektoriell 
e. Io—+M la | Fee Fe a a er 


wo der Tensor T dureh dıe Matrix eereben ist: 


1?®+ 1° Er ‚ige 
T ee er Z® P” Sp(D-1-I .. .. 2... (68), 
age I’ I®+I' 
wenn /=(1'/), Sp(I) die Spur von / und 1 dıe Einheitsmatrix bedeutet. 


Die Transformation (33), als Matrixgleichung 


() “ = 2.222 2 2 2 2 2 2 202 5 (69), 


schreibt v. Mises, l.e. S. 171, Gl. (14); 5. 25, Gl. (1), X=7-%, „der Impulsmotor X ist das 
Produkt der Trägheitsmotordyade 7, als deren Schema die Matrix J bezeichnet wird, in den 


‚ Y ß A (!) 
Geschwindigkeitsmotor 8 : | pP 


EP FR 


Um die dynamischen Gleichungen auszuschreiben, bedürfen wir noch des Ausdrucks 
IHlionjlo„". Er wird für ij=0l,... 





Pa 1" (0 +) + +) ++, 9) 
- a (70). 
M |; (00; r 0,4, 09,4,) (O0 tr 0,4, o,4,)|, RE | 
Also ıst der Vektor 
(IM my] on") — Mlo(o, +-[o «a)] . Milo os], (J 123) R b ö j (vn). 
wo o, die Relativgeschwindigkeit des Schwerpunkts bezeichnet. Für ij= 25, ... ist 
hi > ont — [": (m? 0, 4 D, 0%) die I’? n, o,° g L [?? o,° 0, t 7°? (m? 0," ER nm. 0,?) 
I? (m,° 0 m Da O4.) / 13 D p,’ I?° (m,” Oo, | ZI a.” T°°® mo 1 
= = ne a * En (12). 
M la, (eo, Oo2 Ds Ogı) d,(m,; 99, rm, Oo3)] 
r( > m, + E- m, -+- - m.) O, Fi m, Hr 1° m, ie ,) 0, 
Also ist der Vektor 
(li on") = Ma |[o o,]] + (Io) o] Gj=23, 31,12) . 2: 22.70. 


Die Motorrechnung muß den Tensor I"1’c74lo," umständlicher folgendermaßen schreiben: 


| T v \ . . _ 
ET RI + IR 7 WS] TR NW] mit Ro, o,), vgl. v. Mises, 1. ce.) S. 197, Gl. (17). 
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Zuerst nehmen wir (43) vor und berücksicehtiren sinngemäß (65). (71): (67). (73) sowie (58). 


Dann kommt 





den, dc 
a \/ | 14 ET Ad lo (em, all, 
MW ler en,| lm, | + lo oJ] al; , Al 
(4). 
de) | den, | 
> / 1} WM A 1 ale en,|| Ho) ol, 
oe) ? Mlatllo o,) -Io,o)] 
Die dreiteilize Form (47) der Grundgleichungen lautet wegen (65), (71): (67). (73) 
den, don | 
- \/ | lt ‚lt dA + Io (m, + lo “))|, | 
I \Mlo(o, -lo«al])| 
Il un d 0 ) 
Min ‚If dl Io (o, ea)lı, i 
(1). 
lc | de, ) 2 
Tray Hama + lo) Do] 
- 2 Mlalvo,|| -2[(Io)ol 
do | do, 
/ ‚lH Ay Ad Ar | Ialooollı (10) o] 





Die Gleichuneen (75) finden sich bei Heun°’) ın anderer Bezeiehnune und mit dem 
Unterschied. daß statt 


/ !"—Sp(/)-1 l Sp(T)-1 ee 


.) 


der Ausdruck mit der Spur des aufs körperfeste System S, bezüglichen Trägheitstensors ver- 


I 
| 
\ 


wendet wird, was nicht richtig zu sein braucht, wenn der zugehörige Ursprung 0, ==0 ist. 
Außerdem haben wir hinzuzufügen die Differentialgleichungen (49) für [= Ma;,, 1‘: 


ld J» da; . —— 
4 | \/ I 1} | \/ (0, - lo «]) Mo, D,— (en ») a) . ö i } E37, 
I 

4 ) A t / E ke O0, ) (45) 
adj" 1» nn | 13 ( 

7 2(Ma,o, En [’®o,)=2{Ma, (o.—- Bu) I" lo, — wo) + I” (wo, — w,); (9) 
Br 4 Be “ ii: a ae | 

4 x BD, 7 4 0, & 0, 7 eg r A iu Er er er Se er Te +. (80), 
7” 


1 \/(a,o, A. Ogs) (5 iD; Es: -/'’o 
(Sl), 


la, (eg; Das) GO, Or (Dys)] 


(/ I") (m, (,) I" (m, (r.,) t Eis. n,), 





je nachdem ob (entsprechend zu (75) bzw. (7#)) o oder o als Unbekannte benutzt wird, vgl. 


v. Mises, le»), 8. 178, Gl. (39). 

Die zu (47) analogen Gleichungen (47), fürs körperfeste Bezugssystem S, hahen genau 
dieselbe Gestalt wie (47), nur sind jetzt die (in S, zu nehmenden) Trägheitsmomente I#3 zeit- 
lieh konstant. Auch die Koordinaten (m; j: ©0 5) = (©, @,) und (0; j, 09 j) = (0, 0,) Sind im körper- 
(festen Bezugssvstem 8, zu nehmen, aber (0;j. 005) (wm, @,) sind nicht die Differential- 
quotienten, sondern die in S genommenen zeitlichen Ableitungen. In der vektoriellen Form, 

. . Dia . . s de den, d 0 do, i . 
die äußerlich wie (75) aussieht, treten die o,«», an Stelle von Mt dti dt di sind jetzt 


in S, genommene zeitliche Ableitungen, da ja ®1j, On; auf S, bezogen sind. Die so entstehende 
Vektoreestalt der Gleichungen (47), findet man bei Grammel und Winkelmann, l.c. °), 


S. 448, Gl. (S), (9) 921 


i i i f r . : ER » i ( Br . 
Heun,l.e. 8. #8, Formel (lla) für 7, 9’ und (IIb) für WW» W’ sowie die Formeln für 7, WT aul 


S, 430, Heun schreibt (», wo ( it), (0,09 (d.19) a -*’ ferner T J’T J’ endlieh Io Je, 
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Über eine Klasse zwangläufiger höherer Flementenpaare. 
Von Walter Wunderlich in Wien. 


$ I. In den Lehrbüchern der Kinematik tauchen anläßlich der Erwähnung der höheren 
Elementenpaare immer wieder zwei klassische Beispiele auf, die sich bereits in den grund. 
legenden Werken von Reuleaux') und Burmester’) finden: 


Il. Die Beweerunge eines aus drei kongruenten 60-grädızen Kreisbözen zebildeten „Gleich- 
diekes* in einem (Juadrat, dessen Seitenlänge gleich dem Ilalbmesser der Bögen ist. 
2. Die Bewerunge einer aus zwei kongruenten 120-gerädizen Kreisbögen gebildeten „Linse* 


in einem eleichseitiren Dreieck. dessen Höhe eleich dem Durchmesser der Bögen ist. 


In beiden Fällen erscheint die (zwangläufige) Bewegung aus elliptischen Bewegungen 
„gestückelt*. Die zugehörigen Polbahnen sind demnach regelmäßige Kreisbogen- 
vieleeke, wobei aufeinander abrollende Bögen als Teile eines Kardan-Kreispaares das 
Halbmesserverhältnis 1:2 besitzen. 

Hieran läßt sich nun eine Verallgemeinerung knüpfen, wenn man alle Bewegungen 
betrachtet, die durch das Abrollen von Kreisbogenvielecken aufeinander bestimmt sind, wobei 
vorausgesetzt wird, daß aufeinander abrollende Bögen gleich lang sind und ihre Halbmesser 
sich wie 1:2 verhalten. In der vorliegenden Arbeit werden zwei vereinfachende, jedoch 
einschränkende Annahmen getroffen, die übrigens auch in den beiden angeführten Be'ı- 
spielen erfüllt sind: 

A. Die Kreisbogenvielecke seien regelmäßig. 

Daß es sich hierbei um eine Einschränkung handelt, ersieht man aus den von Reuleaux') 
auf Tafel III, Fig. 3 bıs 5, 7, S angegebenen Beispielen von in Quadraten bewegten Gleichdieken. 

bh. Die Eckenwinkel von Rast- und Gangpolbahn seien gleich. 

Daß diese Annahme einschränkend ist, zeigt Bild 1, welches ein Elementenpaar wieder- 
ıbt, das zur Rollbewegung eines Zweiecks aus 6J-grädigen Bögen in einem Dreieck aus 
)-grädigen gehört. Die KEcekenwinkel betragen 60° bzw. 9" und die Bewegung enthält drei 
reine Drehungen um 30° Das Elementenpaar ıst im Verlauf der (zwangläufigen) Bewegung 
abwechselnd ein höheres und ein niederes. Der Punkt 9, verweilt in jeder der drei Keken 
P,,P,, P, seiner Bahn während eines endlichen Zeitabsehnittes (Stillstandsmechanismus) 


0” 
-_ 
+) 
+.) 





M, A, Ay M; 





Bild 1. Bild 2. 


Trotz dieser Einschränkungen gelangt man zu-einer recht formenreichen Klasse von höheren 
Klementenpaaren, in der viele der bekannten Beispiele als Sonderfälle enthalten sind. Es 
handelt sich stets um ein von Kreisbögen berandetes Element, das unter Umständen in einem 
regelmäßigen Vieleck eine zwangläufige Bewegung auszuführen imstande ist. 


$ II. Wir nehmen also einregelmäßiges Kreisbogenvieleck als Rastpolbahn. 


Der Zentriwinkel ZÜ=7, unter dem jeder Bogen von der Polvgonmitte aus erscheint, steht 
mit dem Eekenwınkel ee und dem Boerenwinkel 6 (Bild 2) in der Beziehune 


“ JT Ä Fe . . . . . . . . . . . . . | | ), 


Eine entsprechende Beziehung besteht bei der gleichartig gebauten Gangpolbahn zwischen 
dem Zentriwinkel U = 7, dem Eekenwinkel & =. (Voraussetzune B' und dem Borenwinkel 


’ 


o 26 (Kardan-Kreisbögen!): 
* JT € -.%0 . . . . . ° ° . . . . ° ( I"). 


I!) F.Reuleaux: Lehrbuch der Kinematik. Bd. I (1875). 
>, I. Burmester: Lehrbuch der Kinematik, Leipzig (1888), Bd. 1. 
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(eben wir die positiven, rationalen Verhältniszahlen m=!n/{ und n=2n/l vor, 


So sind rerntote I und I die (restalten der Polhbahnen festgelegt: 


PAR I an tr 


(0 - r € —Z7T e- . . . . ° . . . . . (2). 
n IE n m 


o und e können auch negativ ausfallen. m und n sind natürlich stets verschieden zu 
nehmen und unterlieeen wegen £,T =r der Beschränkung m, n>?2. Zu zanzzahligen 


Werten eehören eewöhnliche Vieleeke, zu gebrochenen überscehlarene. sorenannte Sternvielecke. 


s III. Wir schreiben m und n als gekürzte Brüche an: 


m' E n' a Ri 
m — (m,.m ) l: n = CE wir © U ; : | 
IH 17 
\it / bezeichnen wir den erößten gemeinsamen Teiler der beiden Zähler: 
’ ’ 
(m,.n) EEE DE EEE IR: ° 


Die Rastpolbahn besitzt dann m’ Ecken P,, P,,.., Pr, die Gangpolbahn »’ Ecken 
),, 0,5... @,r. Mit ® bezeichnen wir jene Drehung vom Drehwinkel £, welche die Rast- 
polbahn P, P,...P,» in sich, und zwar in die Lage P,... Pr P, überführt. Q ist die ent- 























Bild » 3ild ©. 
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sprechende Drehung der Gangpolbahn 9, @,... Y)v > %s...@y 9. Auch wiederholte An- 
wendung dieser Drehungen transformiert die Polbahnen in sich. KRastpolbahn bzw. Gang- 
polbahn ertragen mithin die zyklischen Drehungsgruppen J (Ordnung m’) bzw. Xi 
Ordnung n 


$ IV. Wir wählen nun in der den Bildern 3 bis 6 zugrunde gelegten Ausgangsstellung 


P,=6, auf der Verlängerung des Bogens 9, 9, der Gangpolbahn einen beliebigen Punkt 4, 


und betrachten seine Bahnkurve. Diese beginnt mit einem geraden Stück a,, das beı 
der Rollung von 9, Q, auf P, P, entsteht, und setzt sich mit »’ — 1 Ellipsenbögen fort, dem 
Abrollen des restlichen Teiles Q,... 0, 9, entsprechend’). Nun ist die Ecke 9, in Par i 


angelangt?) und es wiederholt sich das eben angegebene Bruchstück der Bahnkurve. 


Wir erkennen, daß alle Bahn- und Hüllkurven der Bewegung die Drehung 
P,>Py +1, das ist ", und damit die zyklische Untergruppe 1%"! von der Ordnung mit 
gestatten. Analoy gestatten alle Bahn- und Hüllkurven der umgekehrten bewegung 
die Drehungen Zi der Untergruppe von der Ordnung n'ft. 


Insbesondere wird die betrachtete Bahn von A, nicht nur von diesem Punkt beschrieben, 
. . . : . ER . ’ > e 
sondern gleichzeitig von einem ganzen System von n’/t Punkten 


Awi+i Qmi.A, (i ee a A ie 


welche er im Verlauf der Bewegung erreicht. 

Die Bahngerade a, von A, während der Rollung von 9, 9, auf P, P, geht dureh den 
Mittelpunkt M, des Kreisbogens P, P,. Im Gesamtverlauf der umgekehrten Bewegung 
umhüllt der Strahl a, ein von Kreisbögen berandetes Gebilde ©,, das in den Punkten 
Ami+1(5) Ecken aufweist. Wiederum wird ©, nicht von a, allein beschrieben, sondern von 
einem System //, von m’/t Geraden 


Adyizi=Pri-a, BE Ne ar 


die einzelne Lagen von a, darstellen. Die Mittelpunkte der Kreisbögen, die während der 
Rollung von P,P, auf 9, 9, entstehen, erhalten wir in den zweiten Schnittpunkten der durch 











m n o £ Anmerkung 

2 3 650% 60% ogendreieck im 60°-Rhombus. Reuleaux'), Tafel III. Fig. 1. 
5/2 > 3650 730 Linse bzw. unregelm. Bogenviereeck im regelm. Fünfeck (Bild 4; 
° _ pa) «)ı) 


(, beschreibt ein regelm. Fünfeck). 


5/2 > 24° 15° Bogendreieck bzw. unregelm. Bogensechseck im regelm. Fünfeck. 
8/3 2 45° 90 Gleichdick im Quadrat. Reuleaux'). Fafel III, Fig. 6. 

1 wre ' olaıir ‚Alpe . -) \ er \ \ -) . 

' B 600 1200 liinse im gleichs. Dreieck (SI. 2). Reuleaux'), S. 120ff. 


Fujiwara u. Kakeya’). 


3 5/2 24° 84° Borenfünfeek im zleichs. Dreieck. 

a (0 300 Bogenviereck im gleichs. Dreieck (Bild 3). Fujiwara und 
Kakeya°), S. 108. 

a 3 30° 120° Bogendreieck im Quadrat (S1. 1). Reuleaux'), 8. 131ff. 

\ > 18° 12° Bogenfünfeck im Quadrat. Reuleaux'). Tafel III. Fig. 2. 

5 3 48° 156° Dreiblatt im Pentagramm (Bild 5). 

» | 18° 126° Bozrenviereck im regelm. Fünfeck. 

6 | 30° 150° Linse im gleichs. Dreieck (Bild 6). 


3) Von diesen Bögen kann noch einer in eine Strecke ausarten, wenn nämlich A, noch auf der Verlängerung 
eines zweiten Bogens der Gangpolbahn liegt, wie etwa in Bild ®. 
1) Gegebenenfalls ist der Index mod m’ zu reduzieren: P;j= Pr, wenn ©  k (mod m’). 


I) 
r 


5) M. Fujiwara und S. Kakeya: „On some Problems of Maxima and Minima for the Curve of Constant 
Breadth and the In-revolvable Curve of the Euuilateral Triangle“: Töhoku Math. Journ. Bd. 11 (1917). Hier ist die 
Linse eine Parallelkurve jener von Renleaux; sie hat Bogen- und Eekenwinkel von 600 und ist insofern hemerkens 
wert, als ihre Eeken im Laufe der Bewegung bis in jene des Dreiecks gelangen. 


12* 
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), gezogenen Parallelen zu ayri +1 (6) mit dem Kreis, der den Bogen 9, Q, trägt; sie bilden 
demnach ein regelmäßiges m’/t-EKek. Analog ergeben sich die übrigen. 


+) bildet zusammen mit II, ein Ele mentenpaar, das allerdings nicht immer praktisch 
ausführbar ist, auch nicht zwangläufig sein muß. In den Bildern 3 bis 6 finden wir einige 
Klementenpaare ohne derartige Mängel, die auf die auseinandergesetzte Weise gefunden wurden. 
\neaben über weitere zum Teil bekannte brauchbare Elementenpaare enthält die umseitige 
Zusammenstellung. Zu jeder Zeile gehört eine ganze Schar von Elementenpaaren, da ja die 
Wahl von A, noch willkürlich ist; bei allgemeiner Lage von A, (Bild 3) gestattet ©, bloß die 
Drehungen der Untergruppe .””', während bei besonderer Wahl von A, noch achsiale 
Symimetrien hinzutreten können. Die Anmerkungen beziehen sich durchwegs auf derartige 
Sonderfälle, da auch nur solche in der Literatur Erwähnung finden. 


V, Es soll kurz etwas näher auf dıe Zwaneläufiekeit der Beweeune des Ele- 
mentenpaares eingegangen werden. 


w/R 


Selbständige Zwangläufigkeit ist sicher nur dann vorhanden, wenn 
WE ee a er a ER 


da andernfalls das Stützgebilde 77, (6) nur aus einer oder zweı (parallelen) Geraden besteht. 


Das 1. Beispiel der Tabelle ist wegen nm'jt=2 beı allgemeiner Wahl von A, nicht zwang- 
läufie. Läßt man jedoch A, mit 9, zusammenfallen, so weist nun die Balın von A, zwei 
weitere eeradlinige Stücke auf’); vervollständigt man mit deren Hilfe //, zu einem Rhom- 
bus. so ist ®, in demselben zwangläufig beweglich. 


Ist ?>1, so kommt noch eine andere Möglichkeit zur Herbeiführung von Zwangläufigkeit 
in Betracht. Wir können nämlich in diesem Falle, ausgehend vom Punkt A,=X&:- 4A, und 
seiner Bahngeraden a, == B- «a, zunächst zu einem zweiten Elementenpaar //, = B-I1, 9, =Q-0, 
eelanzen und. soleherart fortfahrend, insgesamt t kongruente Elementenpaare Il; — W-!.I1,, 
(); 17.0, (i=1l,..,f herleiten. Denken wir uns dieselben in £ übereinanderliegenden 
benen auseeführt, so stören sie einander nicht und können sogar die bei m’/t=2 jedem 
einzelnen Paare fehlende Zwangläufiekeit gemeinsam herbeiführen, wenn nur m’=3. 


Kin Beispiel hierfür ist etwa m =4, n=6. Hier ergeben sich zwei übereinanderliegende 
Kreisborendreieeke ($ I, 1), die in zwei übereinanderliegenden, zueinander senkrechten Parallel- 
streifen gleiten. 


Bei m 6, n=4 (Bild 6) ist Zwangläufigkeit schon in jedem, aus einer Linse in einem 
Dreieck bestehenden Paare vorhanden. 


$ VI. Die Frage nach der praktischen Ausführbarkeit eines Elementenpaares 
läßt sich nieht so ohne weiteres entscheiden. 


Krinnern wir uns zunächst, daß a; als Bahngerade von A; beim Abrollen von 0; 0i4 1 
auf P; PP}, dureh den Mittelpunkt M; des Kreisbogens P;P;+ı geht ($ IV). Unterwerfen 
wir an Stelle von a, eine dazu parallele Gerade ä,, die keinen der Mittelpunkte M,; ent- 
hält. der umgekehrten Bewegung, so erhalten wir eine eckenfreie Parallelkurve ©, des 
[rüheren Profils ©. ©, wird von n’jt kongruenten Zügen gebildet, die wieder aus je m’ 
KNreishbögen rom Zentrimwinkel o zusammengesetzt sind. Letzteres erklärt sich daraus, 
daß sieh die Riehtunz von @, beim Abrollen von P;P;+1ı auf 0; 9; +ı um den Winkel o (2) 
ändert. Diese Randkurve kann keine Wendepunkte enthalten, da die Drehung der 
(Geraden stets im selben Sinn erfolgt, und sie besitzt auch keine Rückkehrpunkte, wenn 
a, hinreichend weit von den Polbahnen entfernt ist. Verschieben wir nun @, parallel 
auf die Polbahnen zu, so werden sämtliche Radien von ©, um die Schubstrecke verkleinert: 
scehließlieh wird einer der Halbmesser verschwinden, nämlich dann, wenn die Gerade zum 
erstenmal einen Mittelpunkt M, erreicht. Die Hüllkurve besitzt nun an Stelle des zugehörigen 
Kreisbogens eine Eeke mit dem Innenwinkel 7 — o, Ja infolge der Automorphiengruppe Qi 
soear nt soleher Eeken. Würden wir die Verschiebung noch weitertreiben, so erscheint 
wieder ein Kreisbögen, der sich aber an seine beiden Nachbarn mit Spitzen anschließt. 

Es konmen mithin zur Erzeugung brauchbarer Formen von 9 für a, nur Stütz- 
geraden des Vielecks 'M;) in Betracht® 


Das sı nieht hi en, daß die vorhin betrachteten Parallelkurven von ®, für welche die Erzeugenden a; das 
Vie \/ werhaupt nieht treffen, nieht auch „brauchbar wären: uns beschäftigen indes begreiflicherweise nur die 
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Achsialsymmetrische Formen von © erhalten wir dann, wenn die Stützgerade a, eine 
Seite der konvexen Hülle von (M;) ist oder einen Außenwinkel halbiert (9 in Bild 4,5) 
Im ersten Fall geht a, durch zwei Mittelpunkte M;, so daß © 2n’/t Ecken aufweist. Diese 
liegen getrennt, wenn m’>1 ist (©* in Bild 4). Sie vereinigen sich jedoch zu n’/ 
Keken vom Innenwinkel = - 20, falls m’ =1 ist (©, und 9, in Bild 6), da dann die beiden 
Mittelpunkte aufeinanderfolgende Indizes haben. 


Zu parallelen Stützgeraden gehören zwei Elementenproftile 9, die Parallelkurven sind 
(9 und © in Bild 4, ©, und ©, in Bild 6). 

Die eine Schwieriekeit das Auftreten von Spitzen haben wir beseitiet. Es können 
aber noch störende Überschneidungen an © aufscheinen. Wir haben vorhin festeestellt. 
daß sich a, während des Abrollens entsprechender Bögen um den Winkel o (2) dreht; das 
ereibt im Gesamtverlauf der umgekehrten Bewegung 


[4 ’ 


’ ’ $ _ [Z 9) 2 ' 
m NW m N IZITEN za 7ıt Mm ) m N nm m 
0 | —-\=2n- Du Pe: 


i ! n m 
ein Vielfaches des vollen Winkels. Entscheidend ıst die eanze Zahl 


nm HH  ım 
= ’ ; N. 


Ist nämlich \g\=1, so ist konvex und demnach praktisch ausführbar. Die Be- 
dineungen für die Zwangläufigkeit ($ V) sind gesondert zu prüfen. Ist die Seitenzahl m’/t 
von II gerade, dann ist 9 ein Gleichdick. 


Ist hingegen 'g' >1, so istO nicht konvex und es finden sicher Überschneidungen 
statt. Eine praktische Ausführung des Elementenpaares ist dann meist, aber nicht 
immer, ausgeschlossen. Als (segenbeispiel diene Bild 5, die Ausbildung des Falles 5. 
n 3: hier ist = 2, und das Elementenpaar läßt eine durchwegs zwangläufige Bewegung 


nach Art eines Hohlzahnräderpaares zu. 


$ VII. Es seien noch zwei Bemerkungen gestattet, die sich zwanglos an unsere Aus: 
führungen anschließen lassen. Verwenden wir statt unserer aus Kardanbögen gestückelten 
Polbahnen zwei Kreise p und g mit den Halbmessern m und », von denen der eine den 
anderen umschließt, so können wir unsere Überlegungen auf doppelte Weise wiederholen, 
m und n seien positive, ganze, relativ prime Zahlen. 


1. Wir wählen auf 4 einen beliebigen Punkt A, und bestimmen seine Bahn beim 
Rollen von q in p. Es ergibt sich eine »-spitzige Hypozykloide //, die nieht nur von 
A, allein beschrieben wird, sondern gleichzeitig von » Punkten A,, A,,.., A, auf q, die ein 
regelmäßiges n-Eck bilden. 


Bei der umgekehrten Bewegung geht 7/ stets dureh diese » Punkte und besitzt überdies 
eine gewisse Hüllkurve. Ein Bestandteil dieser Hüllkurve ist eine Zykloide © mit den 
Spitzen A,, A,..., A, (/I und © können mittels eines Hilfspolkreises vom Halbmesser m — n 
hergestellt werden). 


Ist m =3 und mn I, so erhalten wir ein zwangläufiges, höheres Ele 
mentenpaar 11,9, das aus zwei Hypozykloiden besteht, von denen die kleinere mit ihren 
n Spitzen ständig auf der größeren gleitet, sie überdies an einer weiteren Stelle berührend‘ 

2. Wir denken uns eine beliebige Gerade a, mit p fest verbunden (Zentralabstand z) 
und bestimmen ihre Hüllkurve © beim Rollen von p in bzw. um q. Es ergibt sich eine 
Parallelkurve jener »- oder 2 »-spitzigen Zykloide, die als Hüllkurve des zu a, parallelen 
Durchmessers entsteht. © wird nicht von a, allein beschrieben, sondern gleichzeitie von 
m Seiten @,,@,,..,dm eines regelmäßigen m-Eckes 11. 


1} 

Ist m =3. m n=+1l und zm/m+2) so erhalten wir ein zwangläufiges 
höheres Elementenpaar, das aus einem regelmäßigen m-Eck IH und einer konrexen 
Parallelkurre © einer Hypozykloide besteht"). 30 


’), Wir sind hier zu „adjustierbaren Zykloiden‘*, einer besonderen Zykloidenverzahnung, zelanet. F. Morlev: 
‚On Adjustable Cykloidal and Trochoidal Curves“*. Amer. J. Math. Bd. 16 (1894). 

s), Vertreter dieser Klasse von höheren Elementenpaaren finden sieh öfters in der mathematischen Literatur, 
Zu m 3.n 2.2 3 gehört die „Linse im Dreieck, zu m 5, 9 3 15 das „abgerundete Quadrat im Dreieck“ 
beide bei E. Meißner: „Über die Anwendung von Fourier-Reihen auf einige Aufgaben der Geometrie und Kinematik*., 
Vierteljschr. d. Naturf. Ges. in Zürich, Jg. 54 (1909). 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Die Beschleunigungskönstruktionen am 
Stephensonschen Mechanismus. 


Obrleich der Stephensonsche Mechanismus die 


(‚rundlage vieler Maschinen ist, wie zum Beispiel 
HR (retyie I von Holst. die Shaping Maschine 
ISW findet man in der Literatur keine Beschleu 
nieuneskonstruktionen an diesem Mechanismus. 
Der Grund dafür ist darın zu suchen. worauf noch 
l,. Burmester ”) im ‚Jahre 1888 mit foleenden Wor 
ten für den Fall. dab der Mechanismus auf eine 
binäre Seite des Fünfeeks gestellt ist, hinzewiesen 
hat: „die Konstruktionen der Beschleunizruneen 
sind sehr sehwierie und für praktische Ausführung 


u umständlich.“ 

Der Verfasser mt 
lese Lücke a eibt «die 
struktionen am Stephensonschen Mechanismus für 
lene Aufstellunges- und AÄntriebsarten mit 


vorlierenden Arbeit 


Beschleunieuneskon 


IIS 


versehle 


benützun®e der Pläne relativer Normalbeschleu 
nieungen 
Dabei behandelt er hier nieht die beiden Fälle. (dab 
ler Mechanismus auf eine binäre Seite des Ge 
N 








ill 
enkviereekes vestellt und von einem ternären 
(lied angetrieben ist und den. dab er auf einem 
ternären Gliede steht und von der anlierenden 
Seite (des Gelenkviereckes anzetrieben wird, weil 
liese beiden Fälle in der übliehen Art lösbar sind. 
wenn aueh «die Lösuneen mit Plänen relativer 
Normalbeschleunieune einfacher und übersicht 
licher sind. 

I. Fal Der Meehanismus ist auf ein 


ternäres Glied zestellt und wird von 
der anlierenden ite des (helenk 
fünfeel neetrieben (Bild Ia 


N 


Se 


es Ad 


Hs wird anzeenommen. das Glied DEF bleibe 
fest und das Glied G F treibe in wzleiechförmirzer 
Drehunz um den Punkt F an. 

/u konstruieren sind die Beschleunigrunzen der 
Punkte A, B und €, 

1) Siehe L. Burmester: Lehrbuch der Kinematik. 
leipzig ISSS, S. 232-463, 

°®, L.. Burmester: Lehrbuch der Kinematik. Leip 
gr ISSN, Sn, S,.ll, 

)), N, Rosenanuer: Die Beschleunienneskonstruktion 
kinematiseher Ketten mit Hilfe von Plänen relativer 


\eta Universitatis Latviensis. 
Nr. 4 1937. 
Beschleunigungskonstruktionen 
kinematischer Ketten Hilfe von Plänen relativer 
Normalbesehleunigeungen. Masch.-Bau, Reuleaux-Mittei- 
| Bd. 6 (1 Heft 10. 


jumweell, 


Normalbesehleunieungen. 
Mechan. fak. serija T. II, 


1) N, Rosenanuer: 
nt 


JS), 


la 


Zur Gesehwindiekeitskonstruktion wird nach dem 











Verfahren des Verfassers ’)®) der Schnittpunkt 
der Glieder G I und EB gefunden. der als 
Punkt des Gliedes .IBC aufrefaßt wird. 

Die gedrehte Geschwindigkeit des Punktes @ 
fällt in (lie Gerade OE. Zur Ermittelune dieser 
(eschwindiekeit trärt man NV, orthoronal ab und 
zieht durch den Endpunkt eine Gerade \G @Q, die 
von ®E («die zedrehte Geschwindiekeit N ah 
schneidet. 

Den Punkt @& verbindet man mit € und zieht 
dureh den Endpunkt von V, eine Gerade Gr 
die von CD die zedrehte Geschwindiekeit NV 
absehneidet.  Dureh deren Endpunkt zieht man 
noch eine Gerade | 10, eine andere | CB und er 
erhält W, und F,. 

Die bekannte (Gesechwindiekeit ’ des Punktes 
(r benutzend. konstruiert man die Beschleunierun®e 
/ (FF, «desselben Punktes. 

X 
Y L" 
N 
\ 
P @ 
/ &X 
2 
4‘ 
bis bh. 
Mit den Gesehwindigekeiten 7, und V. kon 


struierte man mittels der Thalesschen Halbkreise 
die Normalbeschleunigunz BE} des Gliedes BE und 
die Normalbeschleunigung CD, des Gliedes CD. 


Weiter bildet man die relativen Geschwindig 
keiten und konstruiert mit den Thalesschen Halb 
kreisen die relative Normalbeschleunigunge AGı des 
(liedes .1G und die relative Normalbeschleunizun:g 
Es te UA. 

Zieht man dureh den 

AB. erhält man das 


(ler Sy 


Punkt 4ı die Gerade Aı Bı 
| Aı BıÜ, dessen Seiten 


So 


die relativen Normalbeschleunieuneen der ent 
sprechenden Seiten des 14ABC darstellen. 

Zur besseren Übersieht ist der Plan rela 
tiver Normalbeschleunigunsen in Bild 1b in drei 


Maßstabe konstruiert. Zu diesem 
Zweck ist 3 .4ı C abgetragen, dabew AABC 
konstruiert und cd=3CD, be=-3BE,, 49 


34AGı und gf=3GF, abgetragen, womit der 


mal eröberem 


(cc 


Plan vewonnen Ist. 
N. Rosenauer: Ein neues Verfahren zur Ge- 
schwindigekeitskonstruktion kinematischer Ketten. Acta 


Universitatis Latviensis. Mech. fak. serija T.I, Nr. 14, 10936, 


6) N. Rosenauer: Über die Geschwindigkeitskon- 
struktion kinematischer Ketten. Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 17 (1937), S. 173/176. 
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ls muß bemerkt werden. daß der Plan in diesem /u konstruieren sind die Beschleunizeunsen deı 

"alle derselbe ist. wie in dem Falle, wenn der Punkte A, B und € 

Mechanismus von einer Seite des Gelenkviereekes Man trägt die bekannten Geschwindirkeiten der 

angetrieben wird, der Unterschied besteht nur Punkte D und # orthoronal ab. 

darin, dab jetzt 97 die Gesamtbeschleunigung des Zur Geschwindirkeitskonstruktion findet man 

Punktes 6 darstellt und ed nur die Normal den relativen Pol 25 der Glieder 2 und 5 im 

beschleunieune des Punktes € ist: im anderen Sehnittpunkte der Geraden EB und DC, Den Pol 

Kalle dagegen ist ed die Gesamtbeschleunigung 25 verbindet man mit dem Punkte F (56) und 

und 9/ die Normalbeschleunigung. erhält im Sehnittpunkte dieser Geraden mit GA 

Die Beschleunizungskonstruktion am erhaltenen den Pol 26. 

I’lane wird folgendermaßen  durehzeführt: der Da die zedrehten Geschwindirkeiten der Punkt« 
Vektor yf stellt die dreimal vergrößerte Beschleu A,B und C durch den Pol 26 gehen, so erhält 
nirung ] ‚ dar, dureh seinen Kndpunkt / zieht man man | indem man dureh den lundpunkt von | 
die Gerade «@ al.ag, auf der sieh der End eine Gerade | DEU zieht. Ebenso erhält man auch 
| pP irgS] y » IeSe > jr ır hr | (dl 7. ‚ " } 
punkt der D ichten Bi hleunigung Fa elindet ,„, wenn man dureh den Endpunkt von NV’. ein 
Durch den Punkt d zieht man die Gerade y y_ | 
de, auf der sieh der Endpunkt der gesuchten Be Gerade | CB zieht, und I, wenn man dureh den 
sehleunigung 7, befindet, und dureh den Punkt « lundpunkt von V, eine Gerade | BI zieht. 
7 
Ü wi’ 8 
| j Y 
26 » 
VA x 
/, U «t ü 
& 
P 

> 

7 . 124 

j4 A 

Y 
Bild ?a bis b. 

zieht man die Gerade $ pP _-Leb, auf der sieh der Die bekannte Geschwindirkeit V,, des Punktes D 
Endpunkt der gesuchten Beschleunigung 7, be benutzend. konstruiert man die Beschleunirung 
findet. /ı  DF\, desseiben Punktes 

): \e ine Gerade FE "kun 

I'm die Endpunkte der eesuchten Beschlen | rg z\eht iu el ei uch N / | L F ınd 
nieuneen zu finden. mußb ein AAB’C’ so kon erhält auch die Beschleunigung 7, kıfF, de 

s - - £ Dunn ? 
struiert werden. daß dessen Keken auf den (Ye Punkte FE. 
raden « a, pP p und lieeen. die Seiten Mit der Geschwindirkeit V, des Punktes A kon 
aber den entsprechenden Seiten des A ABC senk struiert man die Normalbescehleunieune AG, des 
recht sind. selben Pünktes. 

Diese Konstruktion kann rein zeometrisch ge Die. relativen  Geschwindigkeiten  benutzend. 
macht werden: man zieht irgendwo zwischen den findet man mit der Halbkreiskonstruktion «die 
(Geraden PP und eine Gerade BC” relative Normalbeschleunizunz U D, des Gliedes 
BC und konstruiert das AB’C”" Ar ABO A. CD, die relative Normalbeschleunieune BE, des 
Durch den erhaltenen Punkt A” und den Sehnitt Gliedes BE und die relative Normalbeschleunigenng 
punkt A der Geraden Pf —- P und y zieht man c' Aı der Geraden CA. 
die Gerade A”’R. die a a ım gesuchten Punkte Weiter konstruiert man in Bild 2b den Plan 
N trifft. Weiter zieht man AC’_L_4AC bis } relativer Normalbesehleunieungeen °) ®) /ı diesen 

, y‚ > EB ) > "ar n \ « ic . r ' 1 
und IB-AB y pP „P. Verbindet man 7weck trärt man 2a —-CA, ab und konstruiert 
Punkte @« mit 1, b mit B und ce mit CU, so erhäli | ebaz-ACBA. Vom Punkte a trärt man 

‘ in (pN ’ > as » » Ir ve j 4 e ' 
man die gesuchten ‚beschleunigungen n=aA, 19 -- AG, ab. vom Punkte 5 trägt man be 
ip bB und}, ev. BE» und weiter ef KıFı - J. ab. Vom Punkte 

"Q } » ‚70 1 "erde 41ß IE ‚e Br : ' - 4 ' 

e muß noch bi ge ha serie ag — 5 e träet man ed - CD, und weiter d/ DF,; 
schleunizungen ın ılı ‚ dreimal gröber er 

org. Dar ja ab. womit der Plan relativer Normalbeschlen 
halten sind. | 

nirunfen gewonnen Ist. 

I. Fall: Der Mechanismus ist aul 

e j ne h | näre So ] te (l es F" in fr eG k es ee ’) N. Rosenaner: Die Beschleunigeungeskonstruktion 

I] ) 'ırd heilieee | { kinematischer Ketten mit Hilfe von Plänen relativeı 

steil a un ” „w ıT vom N il Ben en Normalbeschleunigeungen. Acta Universitatis Latviensi 
ternären Gliede anzetrieben. Bild 2a. Mech. fak. serija T. II, Nr. 4, 1937. 

Es wird angenommen. das Glied G F bleibe fest 8) N. ee Ach, DE OEEBABERERBE WERE: kine 

ac 145.0 7 m oiha | olsiehfüärmieer ER matischer Ketten mılf ılfe von Plänen relativer Normaäl 

und das Glied D El treibt in gleichförmiger Dr beschleunigungen. Masch.-Bau,Reuleaux-Mitteilungen. Pd. 

hunze um den Punkt F an. (1938), Heft 10. 
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Id14 ı»Iiru Io] Ier I sehle Ill INVe] Am ee] , . , ' . 
N er. u nn von | ('D gezogen Ist. schneidet von FD die 
N A I 3 vendermabel lurcheeführt: ER NE 
| X (} ( ' ! (erade a | Geschwindigkeit ),; ab. ndlich zieht man noch 
ırı | ın] lie Geradı eine Gerade DE und erhält auf FE die Ge 
) dl durel ie] Punkt / z\eht man di ıe/iwin lo elt I j 
je Li Die Konstruktion der relativen Normalbeschleu 
|) | 5 el! nor nieungeen unterscheidet sieh in diesem Falle nicht 
In IN 
hefind sich len Geraden von derselben im II. Falle und ist in Bild 3a 
| lersı nuß ei ranz ebenso durchgeführt wie in Bild 2a. 
’Bı onstrniert wer laß dessen Eck: \ueceh der Plan relativer Normalbeschleunigzungen 
| ( nnte] (1 Il eVeEenN. lie ur ıfı Il hr v I Bild 3b IS! derselbe wie in Bil >h. der Unter 
ler echenden Sı es A C' senkrecht schied besteht nur darin. dab in diesem Falle 
I | | I  ( enli il 
. 77 1G; / dıe Gesamtbeschleunigung des 
Dies oo on nn rein reometrisch e Punktes 4 darstellt. dareren sind df — DF, und 


ver ın | ndwi ‚ıschen den e} , Fı nur die Normalbeschleunizungen der 
'eraden nd 9 ' die Geradı Pr Punkte D und E. 

IB und struiert Ib’C7 =» 1 ABC. Durch Die Beschleunieuneskonstruktion wird am ze 
len erhaltenen Punkt € und den Schnittpunkt R nannten Plane folzendermaben durehzeführt: da 








\ [4 
N 
ef £ 
- P' uf 
h 
2 
Bild 3a bis h 
ler (reradı 1a eht man eine Ge dd / lıe (Gesamtbeschleunieung des Punktes A 


rade C”’R. die die Gerade - im Punkte € ist. so zieht man durch den Punkt g die Geraden 
trıffi \yeiter eht man noch ( I LU A bis zur D Lab und y „| ac, auf denen die End 
HOFAGEN und OB LCB bis zur Geraden punkte der Beschleunigungen der Punkte B und € 


Verbinmdet man die Punkte a mit A, bb even. 
nt 9 md mit €, so_ erhält man_die gesuchten Durch den Punkt / zieht man eine Gerade 
vunYen aA, |] bB und 7 ef, auf der der Endpunkt der Beschleunigung 
( les Punktes E lieet: dureh den Punkt f" aber zieht 
man eine Gerade % ö_L fd, auf der der End 
ill. Fall: Der Mechanismus Ist aufe N punkt der Beschleunigung des Punktes D liegt. 
seite des infeckes gestellt Auf der letzten Geraden wählt man zwei solche 


ınd wırd vom beiliegen len binären fiktive Punkte D’ und D” und sucht die ent 
u edeangetrieben. Bild 3a sprechenden Endpunkte der fiktiven Beschlen 
| rl angenommen. das Glied G F bleibe fest nieuneen des Punktes E auf der Geraden | 
nd d (lied .1G treibe ın eliehförmizer Dr: die durch den Punkt f parallel zu : e „eZogen 
len Punkt G aı ist. Zu diesem Zweck zieht man D’Eı und 

hiaunioun der D’”Eı” senkrecht zu DE. Die erhaltenen Punkte 


/ n re] sl I DON | ın!vundgen . 
Punkte B.CD und E E\ und E,” werden auf die Gerade : e über 
Zu (eschwindirekeitskonstruktion findet man tragen, indem man fE EN und FE” E, 
so II. Falle die Pole 25 und 26. Den Abträgt 
| hindı ın mit den Punkten B und C. Weiter findet man die Endpunkte BD’ und B’ 
) kaı (eschwindick: les Punktes 4 ler fiktiven Beschleunigungen des Punktes B, die 
' rch deren End ich auf der zeraden # — P befinden. indem man 


ınkt eine Geradı IB und erhält die gedreht: F B und EB senkrecht zu bi ZIEn!, Endlich 
| n zer 2 findet man noch die Endpunkte C und ( der 

AS 1} nt I ITe | ı l 1,1] Ill] xt = t - - ) ur . \ , ’ 1 

| | erad r | | erl | 1: | 1: fiktiven Beschleunizungzen des Punktes €, indem 

an eine Ar tule »e. um "Nat Ale LrescenWwindlg ars, - - ’ . 

man 1 ! ern man BC _Ldbe bis zum Sehnittpunkte mit der 


Eine Gerade, die durch den Endpunkt Geraden D’C’ zieht, die__cd gezogen ist; ebenso 
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zieht man auch B7 C” be bis zum Schnittpunkte 
mit der Geraden DC”, die Iced zezoren Ist. 

Da der Endpunkt der fiktiven Beschleunigung 
des Punktes C sieh auch auf einer Geraden be 
wert. falls der Endpunkt der fiktiven Beschleu 
nieunz® des Punktes D die Gerade 8 -——-Ö beschreibt. 
so findet man «den Endpunkt der wahren Be 
schleunizung des Punktes € im Sehnittpunkte € 
der Geraden €’ C” mit Damit ist auch die 


Beschleunigung j.  eCı gefunden. 
Weiter zieht man Ci Bı_Lbe bis PP. ver 
bindet den Punkt b mit Bı und erhält j,  dBı. 
Ebenso zieht man CU, Dı_ Led bis 9 ö, ver 
bindet den Punkt d mit D, und erhält j,; = dDı. 
KEndlieh zieht man noch Bı Eı_ de bis 
verbindet den Punkt e mit E, und erhält aueh 
;, eE,, womit alle gesuchten Beschleunigungen 


vefunden sind. 

Damit sind auch die Beschleunigungskonstruk 
tionen am Stephensonschen Mechanismus in allen 
schwierieen Fällen durchgeführt. 


Riea. N, Rosenauer. 917 


Ballistik der Kugelmühle. 


I. Fragestellung. Zum Zerkleinern und Mahlen 
von vielen Materialien ist die Kugzelmühle in der 
Praxis sehr verbreitet. Es handelt sich hierbei 
um eine zylindrische Trommel, in der sich mit dem 
Mahleut vermiseht Stahlkugeln befinden. Beim 
Drehen der Trommel werden die Kugeln mitgerissen 
und zerkleinern beim Herunterfallen das Mahlgut 
dureh Schlagwirkun®. Die Wirkung dieser Mühlen 
ist eine sehr gute, die Bauart sehr einfach. weshalb 
liese Konstruktion unter den Mühlen sehr beliebt ist. 

In Bild 1 ist der Vorgang schematisch dargestellt. 
Die Trommel ist etwa bis zu !/,—!/, der Höhe mit 
Mahleut und Stahlkugeln gefüllt. Die Stahlkugeln 





haben wegen ihres größeren spezifischen Gewichtes 
ddas Bestreben. an die Trommelwand zu «drängen. 
werden hier mit Umfangeszeschwindiekeit hoch 
eerissen und fallen zurück. Dann wiederholt sich 
der Voreane. Das leichtere Mahlgeut wird nur teil- 
weise mitzenonmen und befindet sich größtenteils 
im unteren Teile der Trommel. In der Hauptsache 
sind es Zentrifuralkräfte. die die Kugeln an (die 
Wand drücken. In einem bestimmten Punkt (des 
Trommelumfanges lösen sich die Kugeln von der 
Wand ab. Von da ab beeinnt eine Wurfbahn. Die 
Vorausbestimmunge dieser Wurfbahn ist für die 
Konstruktion dieser Kugelmühlen nieht unwichtig. 
weil man zumindest einen Aufprall auf das Mahhl- 
eut erreichen will. Treffen z. B. die Kugeln auf 
die eerenüberliezende Trommelwand auf, so wird 
die Hauptwirkung aufgehoben. 

Es wurde schon oft vermutet, daß die Wurfbahn 
dieser Kugeln von der normalen Wurfparabel ab- 


Kleine Mitteiluneen 


IS 


weicht. Da die Kueeln wenigstens im idealen 
Falle dieht hintereinander folzen. liert die Mög 


Beeintlussung 
Rechnungen bestätiren 


lichkeit der gegenseitigen 
Die nachfoleenden 
Annahme. 


nahe, 
(liese 


2. Gleichgewichtsbedingungen. Für die Beurteilung 
der Wurfbahn der Kugeln.ist die Vorgeschichte 
gleichgültig. Wesentlich ist, daß die Kugeln unter 
einem bestimmten Winkel «a, mit einer Geschwindie- 
keit c wergzeworfen werden. Für unsere Aufeabe 
eenügt deshalb zunächst die Vorstellune. daß aus 
einem Rohr mit dem Neizungeswinkel «a, Kureln in 
stetizer Reihenfolge mit der Anfangesgzeschwindige 
keit ec weggeschleudert werden. Wie bewesrt 
eine solehe Kugelkette 7 


sieh 


Bis zur höchsten Stelle werden die Kugeln dicht 
aneinanderliegen und in ihrer Bewegungsrichtung 
Kräfte übertragen. Hinter dem höchsten Punkt 
ist wegen der Abwärtsbeschleunigung eine kraft- 
schlüssige Verbindung nicht mehr möglich. Die 
Kugeln werden sich trennen. so daß ihre Bahn von 
da ab mit der normalen Wurfparabel identisch sein 
wird. 

Solanze die Kugeln aneinanderlieeen. d. h. im 
aufsteieenden Ast der Wurfkurve. ist die Ge- 
schwindigkeit in Richtung der Bahntangente aus 
(Gründen der Kontinuitätseleiehune konstant. In 
dieser Riehtung treten somit keine Beschleunigungen 
auf. Für die Aufstellung der Differentialgleichung 
wird deshalb das Gleichgewieht senkreeht zur Bahn- 
tangente ausschlaggebend sein. Welche 
wirken, nun in dieser Richtung? 


Kräfte 


Wir betrachten nach Bild 2 eine beliebire, z. B. 
die ö-te Kugel. Normal zur Bahn wirkt zunächst 
die Gewichtskomponente Zwei Kräfte 
wirken dieser Komponente entgegen. Ist R der 
Krümmungsradius an der betrachte- 
ten Stelle. so ist zunächst die Zentri 


(1-Ccosa, 











fuealkraft zu berücksichtieen. 
yR | 
Daneben hat jedoch die Druck- 
kraft P; bzw. Pi+1. die in Rich- 
tuneder Bewerung «durch 
die Kugeln übertragen 
wird. eine Komponente 
P,„ in Riehtung zur Nor 














Bild 2. 


(> 








|S6 
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malen. Die Gleicheewiehtsbedinzrune lautet somit 
(r c? 
(1-:COSsa z Pa ) ® 
TEL 


3. Ausrechnung. Zur Ermittlung von P„ muß P; 
und Pi+ı bekannt sein. In Bild 2 ist das Kräfte- 
polygon eingezeichnet. Man erkennt hieraus, daß mit 
euter Näherunge P,„ > P;-Aa gesetzt werden kann. 
Die Änderune von P; in Riehtung der Bahntangente 
ist leicht anzuzeben. Wenn man von einer Kugel 
zur nächsten übergeht. wirkt als zusätzliche Kraft 
in Richtung P die Gewiehtskomponente G-sin.«. 
Ks ist somit ıP Bezeichnen wir mit s 
den Kugeldurchmesser, so ist 


(-sin«a. 


dP m (1 
.> (1+-sina, adP== 
ds Ss 


:sinads. 


ıP 


Weren ds-sin« dy entsteht 


4 


(1 (ı 
P lau U. 


Mn) A) 
. 


indem wir gleichzeitig den höchsten Punkt als Koor- 
dinatenanfangspunkt gewählt haben. Nun läßt sich 
P,„ ermitteln : 


P-Aca P-— = 7E (1+ 


En R 5 - R R 


Die Gleiehrewiehtsbedinzung lautet jetzt: 


u (1 .c* 
(1-:cosa us t ® ur. 
fi 4 I 
hieraus ereibt sich: 
(- 
R-cosa Y 
7 
Führen wir 
/dy ® 
so 
dr 
R —_ 
dt“ 4 
dd r? 
und 
1 1 
VOS A 
] I +teo’a au)“ 
dr 


ein. so erhalten wir die Differentialzleichung: 


d? y | dy\? | 
- | | - (, 
(! =” C= dr u 
/ Y 
7 7 
Die lL,ösune lautet: 

1 Bi be 

ynz Bol (lH IN 


l 


Randbedinzungzen. Einmal muß bei 70 
7, 0 sein. Da dieser Punkt gleichzeitig ein Maxi- 
Hieraus 


dy “" 
mum ist, muß noch / () erfüllt werden. 


An 


ereeben sich die Konstanten €, und A und die 


Gleichung der Kurve: 
ce? Fo (] | 
Y Koii— +7 | |. 
Jı c° 
Diese Gleichung stellt eine Kettenlinie dar. 
Wurfweite .r„ und Wurfhöhe H folgen aus der 
weiteren Bedingung. daß für den AÄnfangspunkt 
der Wurfbahn der Winkel an die Bahntangente «, 
dy g[., er\: 


ist. Setzt man in tza Iy | 
dx Cc° 7 


die Werte H und «a a, ein. so erhält man: 
er l c* 1l--sina, 
H |: 2 In 
( COS A, 47 COS A, 


Wir vergleichen mit den entsprechenden Werten bei 
der normalen Wurfparabel: 


Br. C . 
H=,--sin’a, und 2% — sin2ao, 

-g =Y 

und bilden die Verhältniszahlen: 
(kı r > 1 sin«@, 
to 1.606 -]o 

I 2 lı COS Ay 
I’ sin 2a, Br sin?2a, 


Die nachstehende Zahlentafel zeigt sehr deutlich 
die großen Abweichungen von der Wurfparabel. 
Mit größer werdendem Winkel «, werden H und #, 
immer größer gerenüber den zleichen Werten bei 
der Wurfparabel. Für «,=0 fallen beider Werte 
paare, wie zu erwarten war, zusammen. 


Zahlentafell. 





TR () 15 30 15 60 75 #1 
H/H' 1.0 1.057 1.236 1.655 2.663 6.125 x 
Zulis 1.0 11.05 11.267167 304 |812 x 


Da bei allen Kugelbahnen bis zum höchsten Punkt 
c = konst. ist, ereibt sich für diesen Punkt der ken- 


stante Krümmungsradius $ = — : denn hier ist ?P=0 


und die Gleichgewiehtsbedingung durch G = m 
ya 
eeeeben. 

Für a, == 60" sind die Unterschiede beider Kurven 
bereits so groß, daß die Wurfparabel als klein 
eeeenüber der Kugelbahn bezeichnet werden kann. 
Bemerkenswert ist, daß bei letzterer der Auftreff- 
winkel «a, kleiner als @,ist. Z. B. ist für a, = 60° 
der Auftreffwinkel au =54.5". Eine leichte Rech- 
nung ergibt: 


ins N 

L COS A, 

evoO>S . . 
> rg 

COS a, 


Bei kleinen Werten von a, werden die Unterschiede 
immer kleiner, bis bei @, = 0 kein Unterschied mehr 
vorhanden ist. 

4. Anwendung auf die Kugelmühle. Zunächst ent 
steht die Frage. an welcher Stelle sich die Kugeln 
von der Trommelwand trennen. An dieser Stelle 
ist mathematisch der Krümmungsradius der Kurve 
eeeeben, da die Wurfbahn stetie in die Kreisbahn 
übereehen muß. Der Krümmungsradius der Kugel- 

c? 1 
g cos®a' 
7 


-) 


bahn berechnet sieh zu R 


Hier setzen wir a=a, und PR: 


D c?® 1 
2 g cos’ao. 

Bei zerebenem Durchmesser D kennen wir somit 
eine Beziehung zwischen «a, und der Geschwindig- 
keit ce. Wenn wir im idealen Falle annehmen, daß 
an der Wand kein Gleiten stattfindet, so ist die 
(eschwindiekeit ce mit guter Näherung gleich der 
Umfaneszeschwindiekeit x der Trommel. Um nun 
ein bestimmtes x und a, zu erhalten, brauchen wir 
noch eine weitere Annahme. Wir werden fordern 
müssen. daß die Kugeln mit Sicherheit das Mahl- 
eut treffen. Wir wollen annehmen, daß die Kugeln 
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etwas rechts von der Mittellinie gemäß Bild 3 auf- 
schlagen. Weren der sicherlich nicht sehr geordne- 
ten Gesamtbewerunge von Kugeln und Mahlgut ist 
damit zu rechnen. daß viele Kugeln keinen Än- 
schluß an eine stetige „Kugelkette“ finden. Liegen 
z B. Kugeln in mehreren Lagen aufeinander, so 
werden die innen lierenden Kugeln eine kleinere 
Umfangszeschwindiekeit erhalten und demzufolze 
mit kleinerer Geschwindigkeit sich ablösen. Folgen 
sie nieht stetie, so werden sie eine unbehinderte 
Wurfbahn durehlaufen und somit kleinere Wurf- 
weiten erreichen. Wahrscheinlich ist somit die in 
dieser Arbeit bereehnete Wurfbahn die weiteste, 
die anzutreffen ist. Deshalb dürfte es berechtigt 
sein, den Auftreffpunkt etwas rechts von der Mitte 
festzulegen. Wenn in Bild 3 A der Ablösungs 


Bild 3. 





punkt ist, stellt die Strecke AÜU die horizontale 
Wurfbahn dar. Um ungefähre Anhaltspunkte zu 
bekommen. wählen wir: 


/) 


-) 


AU-V0,85AB=080 A-sina,—=0,S —-Sina,. 


Eine Nachprüfung ergab. daß in erster Näherung 


AU=r7, >27, gesetzt werden kann. Somit er- 
halten wir: 
A - 4 
3 0,5 5.-Ssina. 
Berücksichtigen wir nun 
ce, 1+sina D c? 1 
Mi In und - 
4 COS Ay 4 COS” a, 
so entsteht: 
c? sin a c?, 1-+sina 
0,8 — = —In— - 
47 COS“ Ao 3 COS U, 


hieraus: 


In ! sind, 08 BnGe 0 

COS A, COS’ A, 
Aus dieser Gleichunze kann a, bestimmt werden. 
Die graphische Auflösung ergibt a, 58,7. Wir 
erlauben uns dabei für die folgenden Rechnungen 
die Abrundung auf a,=-60° In Bild 3 ist für 
diesen Winkel die Kugelbahn eingezeichnet. Man 
erkennt, daß der Auftreffpunkt genügend rechts 
von der Mitte liert. Zum Vergleich ist auch die 
normale Wurfparabel eingezeichnet, die beinahe ein 
senkreehtes Herunterfallen bedeutet. 
dürfte dureh den Auftreffpunkt dieser Parabel die 
eerinzste Wurfweite erreicht sein, die von ab- 
eeschleuderten Kugeln erreicht wird. Die Kugeln 
werden somit zwischen den beiden Auftreffpunkten 
E und F aufschlaren und immer Mahlgut treffen. 
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Gleichzeitig 


Führen wir «, 60°" in die Gleiehuns 


/) c? | 


Fr 4 cos’a 


ein und setzen wir € x. so ergibt sich 


) u? | 


.) 


4 cos 609° 


en 
Mit DD „. erhalten wir die Drehzahl zu 
) 
21,1 20 
N N 
Eu | ) 
Damit haben wir eine Vorschrift für 
die Wahl der Drehzahl bei gegebenem 
Trommeldurehmesser. Der Vergleich mit 


einizen ausgeführten Kugelmühlen zeigte, dab die 
ausgerechneten Werte tatsächlich zutreffen. 


3. Vergleich mit einem verwandten hydraulischen 
Problem. Es liegt sehr nahe. die Wurfbahn der 
stetiren Kugelreihe mit einem Wasserstrahl zu ver 
eleichen, der unter dem gleichen Winkel a, bei der 
eleichen Anfangsgeschwindirkeit aufsteigt. Es ist 
bekannt, daß hier jedoch die normale Wurfparabel 
entsteht, da eine Abstützung wie bei den Kugeln 
nicht möglich ist. Der statische Druck ist im ganzen 
Strahl gleich dem Atmosphärendruck. eine Energie 
vererößerung ist für den Strahl nach Verlassen der 
Düse nieht mehr möglich. 

Umgibt man jedoch den Strahl bis zum höchsten 
Punkt mit einem dünnen Schlauch, der keine Bie- 
eungssteifiekeit hat. so lieren Ähnliche Verhältnisse 
vor wie bei den Kugeln. Die Geschwindigkeit bleibt 
im Schlauch ebenso wie in der aufsteigenden Kugel 
bahn konstant. Im Düsenaustritt ist jetzt nicht 
mehr Atmosphärendruck, sondern bei einer Wurf- 
höhe /H ein statischer Überdruck 1p=H-+y 

Die Untersuchung der Gleichgewichtsbedingungen 
zeigt jedoch einen wesentlichen Unterschied. 
Während bei den Kugeln gemäß Bild 3 die Ge- 
wichtskomponente senkrecht zur Bewegungsrichtung 
von zwei Kräften, der Zentrifuralkraft und der 
Komponente 7 „aufgehoben wird, fehlt beim Schlauch 
die Kraft ?P,„,. Hier wirkt der innere statische 
Druck gleichmäßig auf ein Flüssigkeitsteilchen und 
hat keine Komponente normal zur Bewegung. Die 


C* 


Rt 
Dies führt auf die Differentialeleichung 


Gleichzewichtsbedinzung lautet somit: g-.cosa. 


d’y,g (y\ 4 
dr?" c2\d .) C 


wenn gleichzeitig der Nullpunkt des Koordinaten 
systems in den Anfangspunkt der Bewegung gelegt 
wird. Die Lösung dieser Gleichung lautet bei ent- 
sprechender Berücksichtigung der Randbedingungen: 
d 
c? | 7, 
L are sin|cosa,:e€? are sin (cos q,) 
y\ 


Wurfhöhe und Wurfweite ergeben sich zu: 


Y | 2 
Il ; In 2, +. 


7 COSAo" 7 


Wir vergleichen wieder mit der normalen Wurf 
parabel und bilden die Verhältniszahlen 


| 
In 
H 9 co8@,, Ln u” 
nr 7, u’ ae 
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Wir bereehnen diese Werte für die eleiehen Winkel 


wie oben und erhalten: 


Zahlentafel 2. 


=) | ) 
DuUchbesprechüungeen 
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a0 050 5 0 5.0 
HH’ | 1.057 1.16 1.39 1.55 2,9 N 
Bela l 1.047 | 1.208 | 1,571 | 2.414 | 5.256 x 


Wurfweiten und Wurfhöhen sind bedeutendkleiner 
als bei der Kurelbahn. 


6. Zusammenfassung. Im Hinblick auf die An- 
wendune bei Kugelmühlen wurde die Wurfbahn 


einer stetigen Kuzelreihe berechnet. Die Unter- 
schiede gegenüber der normalen Wurfparabel wurden 
ermittelt. Die Übertragung dieser Erkenntnisse auf 
die Voreänge in einer Kurelmühle ermörlichte die 
Berechnung des Ablösungspunktes von der Trommel 
wand. Es konnte eine günstigste Betriebsdrehzahl 
berechnet werden, wenn der Trommeldurehmesser 
vegeben ist. Die Wurfbahn der stetigen Kugel 
reihe wurde mit einem Wasserstrahl verelichen. 
der bis zum höchsten Punkt von einem dünnen 
Schlauch umgeben ist. Es ergeben sich hier Strahl 
kurven, die zwischen den Werten der Kueelreihe 
und der normalen Wurfparabel liegen. 

316, 


Köln. Bruno KEek. 
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Socletv. 


\merıiean Mathematienal 


Semicentennial Publieations Bd. L 
RAYMOND CLAÄRE ARCHIBALD, A Semicen 
tennial Historx of the American 


1888 — 1958, 


With 


Mathematical] Soclet\ı 
| Presidents. 


Biorraphies of the Past 
IH) 

Bd. Il. Semicentennila]l X\ddresses of 
the American Mathematical Societx 


315 8. New York 1938, Verlag: American Mathe 
matieal Societv., 
Ende des Jahres 1888 wurde mit zunächst nur 


6 Miteliedern die New York Mathematical Societ) 
reerlindet Damals lJae, wie Birkhoff schreibt. für 
die europäischen Mathematiker kaum ein (‚rund vor. 
von den Arbeiten ihrer amerikanischen Kolleren 
Kenntnis zu nehmen. mit alleinieer Ausnahme (deı 
Mondtheorie von Hill. die schon früh 
kannte, und der Arbeiten von Peirce auf dem Ge 
biete der Algebra, die in Europa nieht die verdiente 
beachtunz fanden. Heute ist das wesentlich 
anders. denn in keinem Lande erfolete eine 
so sehnelle und ausredehnte Entwicklung des 
Studiums und der Forsehune auf dem Gebiete der 
Mathematik wie in den Vereinieten Staaten seit der 
(Gründung der Gesellschaft. Infolgedessen nahm die 
Miteliederzahl der Gesellschaft schnell zu. Da auch 
Mitelieder aus anderen Teilen der USA, eintraten, 
nahm sie 1894 ihren jetziren Namen an. Heute 
‚ählt sie über 2000 Mitelieder und ist nach der 
Math. Association of Ameriea (2500 Mitelieder). (die 
aber mehr den Interessen der Lehrer der Mathe 
matik dient. die nächstzrößte Mathematische Ge 
sellschaft Amerikas. 

Der erste Band der schönen, zum fünfziejährigen 
Bestehen «(ler AMS. herauseereebenen Festschrift 
ejbt nieht nur einen Überbliek über die Entwieklung 
der Gesellschaft. der von ihr herausgegebenen Ver 
öffentliehuneen. ihrer Tagungen. der Bücherei usw.. 
sondern vermittelt aueh einen interessanten Ein 
bliek in Entstehune und Oreanisation des heutigen 
wissensehaftlicehen Lebens in den USA. Vieifach 
leutscher Einfluß zeltend. Abge 
ler hervorraeenidlsten 


>? j 
| OI1NCArTe 


machte sieh «da 
sehen davon. dab eine Reihe 
amerikanisehen Mathematiker in Deutschland stu 
liert hat. diente z. B. für das seit 1891 von der 
(jesellschaft herauszerebene .„Bulletin® unter an 
lerem (die damaliee Form der Zeitschrift für Mathe 
matik und Phvsik als Vorbild. ferner wurde (die 
\hbhaltunz der Collogquium Leetures und die Heraus 

J’ublieations anzeregt dureh 
die Vortraesreihe,. die Felix Klein an der North 
Universität im Herbst 1893 im Anschluß 
an die Mathematiker-Tarune in Chieago hielt und 
dureh die Veröffentlichung Vorträge dureh 
lie AMS. Den erößten Teil des ersten Bandes 
nehmen «die zahlreichen Biographien früherer Se 
kretäre,. Präsidenten und Vizepräsidenten der Ge 
sellschaft ein. deren Bilder diesen Band schmücken. 


abe der Colloquium 
western 


(dieser 


Der zweite Band bringt neun Abhandlungen, von 
denen sieben allerdines in recht verschiedener Art 
Teileebiete der Mathematik darstellen. Zum Teil 
sind sie mehr chronologisch gehalten. zum Teil be 
rlieksichtigen sie in der Hauptsache den 
wärtieen Stand des Wissens auf dem betreffenden 
(sebiet. Den Beitrae, den Mathematiker der Ver 
einieten Staaten zum Fortschritt der Mathematik 
ın («den letzten fünfzie Jahren eeleistet haben. 
stellen Bell in der ersten Abhandlung für die Alge 
bra und Birkhoff in der letzten für die übrigen 
(sebiete der Mathematik dar. Von den anderen Är- 
beiten dürften für die Leser dieser Zeitschrift ins- 
besondere «die von J. L. Svnge: Hyvdrodynamienal 
stabilityv und die von N. Wiener: The historieal 
baekerund of harmonie analvsis von Interesse sein. 
Willers. 372 


geeen 


Dresden. 


VDI-Jahrbuceh 
Technik. 298 SS. Berlin 


(.m.b.H. 350 M. 


Das VDI-Jahrbuch 1939 hat ungefähr den zleichen 
Umfang wie das vorjährige. In 91 Einzelberichten 
wird ein eedräneter Überbliek über die Entwiek- 
lune der betreffenden Gebiete im vergangenen 
Jahre ereeeben. der sieh auf rund 10 000 Sehrifttums 
stützt. Eine Rückschau auf die Ereig- 
nisse des Jahres 1938 und ein Überblick über die 
wiehtiesten Gedenktage (des Jahres 1939 schließen 
las Jahrbuch ab. Ein ausführliches Sachverzeichnis 
erleichtert die Benutzung. 


1939. Chronik der 


VDI-Verlag. 


Die 
1939. 
Preis broseh. 


hinweise 
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Abhandlunzren der Internationalen 
Vereinieune für Brückenbau und 
Hochbau. Bd. 5. 1937/38 422 S. Zürich 1938. 
Verlae A.G. Gebr. Leemann & (Co. Preis brosch. 
IS.S0 M. 


Der Inhalt besteht aus 24 Arbeiten über Theorie 
und Praxis des Brücken- und Hochbaues in deut- 
scher. französischer und englischer Sprache. die 
durehwee zur Bereicherung teehnisch-wissenschaft 
licher Erkenntnis beitragen. Die Theorie der 
Flächentra@werke ist durch einige Arbeiten über 
Schalen vertreten. A. Jakobsen. Oslo, untersucht 
den Membranzustand von Kugelschalen über vier- 


oder vieleekiren Grundflächen. Die Anwendung 
im Bauwesen wird dureh einige Zahlentafeln er- 
leichtert. M. Hetenvi. Pittsburgh. USA... unter 


sucht den Spannungszustand in Kugelschalen bei 
axialsymmetrischer Biegunge an Hand von Nähe- 
runeslösuneen. die bei Vernachlässieunge unbe 
quemer Glieder des strengen Ansatzes gewonnen 
werden. Der bekannten Lösung von J. W. 
(seckeler werden Lösungen zezenübergestellt. bei 
welehen noch die ersten Abgeleiteten der unbe- 
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kannten Funktionen berücksichtigt sind. Die Ge 
nauiekeit der beiden Näherungslösungen wird 
dureh Vergleich mit der strengen Lösung geprüft. 
Die Dehnungsspannungen in Rotationsschalen 
sind Gegenstand einer Arbeit von A. Pucher. Ber 
lin. Die Aufgabe wird mit einer Spannungs 
funktion für die Membranspannung zwelöst. Das 
Krzebnis kann auf diese Weise dureh die Inteeration 
einer Differentialzleichunz gewonnen werden. 
Die Lösung wird für einige Schalenformen ange 
zeben und dann auf die Berechnung von unsvm 
metrisch zrestützten Rotationsschalen anzewendet. 
l.. Torroja, Fuenterrabia, Spanien, berechnet in 
Verbindune mit der Baubeschreibun®e eines Schalen 
daches, das aus zwei Zylinderflächen mit paralleler 
Achse besteht. die sieh in einer Erzeuzenden 
schneiden, die Spannungen für Eigengewicht. 
Sehnee- und Windbelastune. 
noch durch 
Klastizitäts 


außerdem 
Stabilität und 


Die Baumechanik ist 
einige Arbeiten zur 
theorie des bierungssteifen Stabes vertreten. C. 
Tagrliacozzo, Rom. liefert einen Beitraege zum 
Knicken des Bogens. B. Envedi. Budapest. Tabellen 
zur Berücksichtigung der Normalkraft und Tempe 
raturänderunge bei Bogenträzern. W. Wierzbicki. 
Warschau. zeiet die Anwendung der Methoden der 
kleinsten Quadrate bei der Bemessung des Boren 
träzers, um die bekannten Schwierigkeiten bei der 
numerischen Bereehnung der einzelnen bestimmten 
Intezrale zu überwinden. A. de Marneffe, Lüttich. 
behandelt die Berechnung des Rahmenträgers. Die 
Dynamik der Baukonstruktionen ist durch eine 
Arbeit von J. Krebitz. Graz. vertreten. Er be 
handelt den Querstoß auf einen Balken als Grund 
lace zur Bildunz von Stoßbeiwerten für Brücken 
träger. Dazu wird die Differentialzleichunz der 
dvnamischen Biegelinie gelöst und die Beziehung 
zwischen dem elastischen Widerstand des Trägers 
und der stoßenden Masse hergestellt. l.. Besch- 
kine. Paris, untersucht die Spannungsverteilung in 
der Druckplatte eines Plattenbalkens nach der 
Theorie des ebenen Spannungszustandes. Die Lö 
sung wird für verschiedene Trägerlagen anzerzeben. 

Die Bodenmechanik ist durch zwei Arbeiten ver- 
treten. ©. K. Fröhlich. Mannheim. behandelt die 
anzenäherte Berechnung des zeitlichen Verlaufes 
der Porenwasserströmung in belasteten Tonkörpern 
und ihre Formänderunge. Dabei werden Näherungs 
lösunzen zur Beschreibung des zeitlichen Ablaufs 
der hydraulischen Spannungen und Verformung in 
planparallelen Tonschichten und Tonzylindern en! 
wiekelt. die sieh auch für Probleme mit ver- 
wiekelten Randbedingungen eienen. Die Brauch 
barkeit der Näherungslösung wird durch Vergleich 
mit den strenzen Lösungen nachzewiesen. Kine 
Arbeit von J. Jäky. Budapest, ist ein Beitrag zur 
klassischen Erddrucktheorie mit besonderer PBe- 
rücksichtirung der Stützwandbewerungzen. Der 
Verfasser eibt nach einem ausführlichen Rückblick 
auf die vorhandenen Arbeiten. die Differential- 
eleiehunz der Gleitfläche und ihre Lösung. Das 
Erzebnis wird diskutiert und der Einfluß einer 
Wandbewerunge auf Größe und Riehtung des Erd 
druckes untersucht. Außerdem interessieren hier 
vor allem noch die Arbeit von L. Ruequoi über 
Versuche und Ausführungen auf dem Gebiete des 
Stahlbaues in Belgien und eine Arbeit von W. M. 
Wilson. Illinois USA... über Versuche an Eisen 
betonbrücken. Einige Arbeiten tragen technischen 
Charakter und sollen daher für die Leser der Zamm 
nieht namentlich angeführt werden. 
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Dr. Inge. FRIEDRICH TÖLKE VDI, 0. Prof. a. d. 
Teehn. Hochsehule Berlin. Talsperren, Stau 


dlämme und Staumauern (Wasserkraftan 
lagen 2. Hälfte, I. Teil der Handbibliothek für Bau 


ineenieure, III. Teil. 9. 
\bb. im Text. Berlin 
reis eeb, 78 M. 


Bd.).. XI-+ 734 S. m. 1189 
1938, Verlag Julius Springer. 


Der Verfasser übereiht der 
lichkeit mit Arbeit ein 
des Talsperrenbaus von 


Öffent 
Werk 


technischen 
umfassendes 
wissenschaftlieher Bedeu 
tune. Er knüpft dabei auch die zahlreichen Be 
ziehuneen zwischen «der Bauaufgabe und allen 
(‚renzzebieten. die Entwurf und Bauausführune be 
stimmen. Durch diese wissenschaftliche Vertiefung 
schließt sich an zahlreichen Stellen die Kluft 
zwischen theoretischer Erkenntnis und bautech 
nischer Gestaltung. Das Buch ist auch in dieser 
Beziehung vorbildlich. 

Der Verfasser behandelt zunächst «(die wasser 
wirtschaftlichen Aufgaben der Talsperren und die 
natürlichen Vorbedinzungen für Wasserhaushalt 
und Stauraum mit den geologischen und geotech 
nischen Vorarbeiten zur erfolgreichen Beurteilung 
der Sperrstelle, deren Bedeutung nach eigenen Be 
obaehtungen nicht selten von erfahrenen Fach 
leuten unterschätzt wird. Der nächste Abschnitt 
ist den Staudämmen zewidmet. Hier interessieren 
insbesondere die Ausführungen des Verfassers über 
veschüttete und zespülte Dämme und die Unter 
suchunzen zum Nachweis der Sicherheit und der 
voraussiehtlichen Durchströmung. Die Ergebnisse 
beruhen zum zeroßen Teil auf eigenen Unter 
suchungen des Verfassers über den Spannungszu- 
stand des durehströmenden Dammkörpers mit und 
ohne Kernmauer. Der Hauptteil des Buches be 
handelt die Gewichtsstaumauern, die Bogenstau 
mauern und die Pfeilerstaumauern mit ebener un(d 
eekrümmter Stauwand. Auch hier sind die bau 
technischen Betrachtungen durch eingehende Unter 
suchungen des Verfassers über den Spannungszu 
stand und über die Bemessung der Baukörper be 
oründet und ergänzt worden. Sie werden vor allem 
denjenigen Lesern willkommen sein, welche die 
Übertragung der äußeren Kräfte durch die elasti 
schen Eigenschaften der Baukörper und ihre 
Selbstspannungszustände aus  VPorenwasserdruck, 
Temperaturänderung und Baugrundverformung ein 
ehend verfolgen wollen. Ein besonderer Abschnitt 
ist der Überwachune der Bauwerke dureh Mes- 
sungen und der Überprüfung der Spannungsvertei- 
lunz an Modellen zuzewiesen. Die Ausführungen 
über den Baustoff und die Baustelleneinriehtung 
sind für den bauausführenden Ingenieur bestimmt. 


Beyer. 946 
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The Collected Papers of George Ashley Campbell. 
XII +548 S. New York 1937, Verlag American 
Telephone an Telegraph Company. 

Die American Telephone and Telegraph Company 
hat das Ausscheiden von George A. Campbell aus 
dem aktiven Dienst der Gesellschaft zum Anlab ze 
nommen, ihren langjährigen Mitarbeiter durch «die 
Herausgabe seiner gesammelten wissenschaftlichen 
Schriften zu ehren. Die groben Leistungen Camp 
bells. der seine Ausbildung an der Harvard-Uni 
versität, in Paris. Wien und Göttingen genossen 
hat, gehören der Geschichte des elektrischen Nach 
richtenwesens an. Für die Leser dieser Zeitschrift 
sind zwei Abhandlungen von Interesse. 
Kinmal eine Zusammenstellung von Fourierinte 
sralen für den praktischen Gebrauch, die auch 
schon als Monographie wohl bekannt geworden ist 
(Georzee A. Campbell and Ronald M. Foster: Fourier 
Integrals for Praetieal Applieations, Bell Telephone 
System Technieal Publieations. Monograph B —- 584, 
September 1931). Sodann eine Abhandlung, die 
Zahlen- und Kurvenmaterial zur Wahrscheinlichkeit 
seltener Ereignisse beibringt (Probability Curves 
showing Poisson’s Exponential Summation. 


W, Tollmien. 959 


besonilers 
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R. A. 
\erodynamies 
I 


l,ıbo AatorV. 


W, J. DUNCAN, D.Se.. 


FRAZER, B. \. 


Department, the National Physical 


\.M.1. Mech. E., F. 


S, Waketield Professor of Aeronauties at the Uni 
versitv of Hull. 

\. R. COLLAR, PB. X.. B. Sc. of the Aerodynamies 
Department. the National Physieal Laboratory, 
K,lementa r\ Matricesanıd Some \ppli 

ıtions to Dynamies and Differen 
tial Equations AV] 116 SS. Cambridge 
1938, The University Press. Preis geb. 30 Schilling. 

Das vorlieeende Buch behandelt einen auber 
rdentlich umfangreichen Stoff, zum Teil allerdings 
eferierend, wie z. B. die bekannten Kriterien übeı 
las Vorzeichen («des Realteiles der Wurzeln alge 
braischer Gleichungen, die Existenzsätze in der 


"heorie der Differentialzeleiehungen usw. Im übrigen 


ist aber die Darstellung ausführlich und gut les 
bar. Die ersten vier Kapitel sind der Ableitung der 
weiterhin gebrauchten Eigenschaften der Matrizen 
vewidmet. Dabei wird im vierten Kapitel gezeigt. 
wie «die Matrizen bei «der Lösung von Systemen 
linearer Gleichungen, zur iterativen Berechnung 


Zahlen insbesondere der 
und kleinsten von Säkulargleichungen, 
zur eenäherten Bestimmung der Wurzeln alzebrai 
scher Gleiehunzen usw. verwendet werden können. 


Io 
Teil des B 


der eharakteristischen 


n 
vronwten 


Dar weitaus größere uches bringt dann 
lie Anwendung auf die Lösune von Differential 
rleiehuneen und auf Probleme der Mechanik. und 
war wird in den beiden nächsten Kapiteln die 


Theorie und Lösune eewöhnlicher. linearer Differen 
tialeleichuneen mit konstanten Koeffizienten 

eben, während Kapitel 7 in der Hauptsache Nähe 
runesmethoden für die Lösune eewöhnlicher Diffe 


ge 


rentialeleiehuneen mit variablen Koeffizienten be 
handelt. wie die sor, Methode von Galerkin 

während das meist als Methode von Ritz bezeich 
nete Verfahren fehlt weiter zeieen die Ver 
[asser an Beispielen. wie man recht gute Nähe 
runzen erhält. wenn man die varıablen Koefti 
jienten abschnittsweise durch passend gewählte 


\littelwerte ersetzt. 


Die restlichen sechs Kapitel behandeln die An 
wendune auf die Mechanik. Zunächst werden die 
verschiedenen Formen «der alleemeinen Gleichungen 
ler Dvnamik aufgestellt, weiter die Methode der 
kleinen Störuneen #erläutert,. sodann an mehreren 
Beispielen von ungedämpften und auch von ge 
lämpften Bewerunesvoreäneen die numerische 
l,ösune mittels der in dem Buch entwickelten 
iterativen Methode gezeigt. Ein weiteres Kapitel 
behandelt Beweruneen unter Berücksichtieung deı 


Reibung, 


entwickelt, 
1 


Hier wird auch eine graphische Methode 
die unter anderen auch in dem folgen 
len Kapitel anzewandt wird. den Kintluß der 
Reibune auf las “lattern verschiedenen 


l 
\eroplanen untersucht. Dabei zeigt sich, dab unter 


I'mständen Sehwineuneen bei Geschwindiekeit auf 
treten können, «die unter der kritischen für «as 
lattern lieet. Mit Problemen. die mit der Unten 
suchune soleher Schwineuneen im Windkanal zu 
sımmenhänzen, besehäftiet sieh «dann das letzte 
Kapitel, 

Das Buch. das wohl als erstes (lie Theorie der 


Matrizen mit besonderer Rücksicht auf die An 
wentduneen, insbesondere auf Probleme der Mecha 
nik und entsprechend dem Arbeitsgebiet «ler 
Verfasser auf Aerodynamik behandelt. ist als 
Kinführunz in das eanze Gebiet zedacht. Zur Er 
eichternne des Verstän Inisses eeben die Verfasser 


‚ahlreiche. auch numerische 
\bsehnitte. lie 


sind beson lers v 


Beispiele. 
Probleme be 
und Können 
Das 
h für den 


daher 

\lanche 
handeln. 
beim ersten Studium übereanzeen werden. 


Buch kann als ente, 1e 


SsehiWwierieere 
ekennzeiehnet 
ls 


- 


rezeichnete 


wenn a 


Buchbesprechun 
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vielleicht nieht ganz 


durehaus 


ellen 
Kinführune 


\nfäneer an manchen Mt 

leicht  durchzuarbeitende 

empfohlen werden. 
Dresden. 
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CHARLES N. MOORE, Prof. of Mathematics a. 
d. Univers. Cineinnati, Summable Seriesand 
CUonvergence Factors. (American Mathema 
tiecal Society Colloquium Publieations. Vol. XXI.) 
\l 105 New York 1938. American Mathemati 
eai Society. Preis 2 Dollar. 

Das vorliegende Buch, das in erster Linie die 
reinen Mathematiker interessieren wird, bringt eine 
ausführliche, klare Darstellunz eines wicehtireen Aus 
schnitts aus der Theorie der Summierungsverfahren 
unendlicher Reihen, an deren Ausbau der Verfasser 
beteiligt ist. Sein Ziel ist die 
systematische Behandlung der Frage nach den not 
wendizgen und hinreichenden Bedingungen, unter 
lenen ein nach der Methode der Konvergenz 
faktoren gebildetes Summierungsverfahren jede kon 
vergente oder nach einem Üesaröschen Verfahren 
summnierbare Reihe alleemeiner zieht Verf, nach 
einem Nörlundschen Verfahren summierbare Reihen 
in Betracht unter Erhaltung ihres Werts sum 


S 


selbst erfolereich 


miert. Die Behandlung «dieser Frage erfolgt in 
leicher Weise für einfache wie für mehrfache 


eihen, wobei für die letzteren neben Konvergenz 
umd Summierbarkeit im „eewöhnlichen Sinne auch 
restringierte Konvergenz und Summierbarkeit be 
rücksichtizt werden. Dabei finden eine Reihe von 


neuen Ergebnissen des Verfassers ihre erstmalige 
Darstellune, Den Schluß des Buches bildet eine 
sorefältiee Zusammenstellung «der auf die behan- 


delte und verwandte Fragen bezügzlichen Literatur, 
Berlin. l.ösch. 943 


d. 


Faculite des 
fon«etions 


evenements 


MAURICE FRECHET, Prof. a. 
’arıs. Methode 
arbitraires. Theorie 
en echaine dans le ca d’un nombre 
fini d’etats possibles. <(Traite du caleul 
des,probabilites et de ses applications herausgezeb. 
v. Emile Borel. tome 1. fase. III. second livre 
N 31IS S. Paris 1938 Gauthier-Villars. Preis 
hrosch. 130 fr. 

Zu (den Gebieten der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, denen zur Zeit «das besondere Interesse der 
Mathematiker gilt, gehört neben der Axiomatik die 
Theorie der Markoffschen Ketten. Man 
versteht darunter Folgen zufälliger Ereignisse. für 
die die Wahrscheinlichkeit «les Eintretens von «(dem 


Seientes des 
< 6» 


S 


Ausfall des vorhergehenden Versuchs abhängt. Es 
hat sieh hier ein weites Arbeitsfeld eröffnet, auf 
dem mannigfaltire Ergebnisse aus der linearen 


Aleebra, aus der Theorie der Differential-, Integral 
und Funktionalgleiehungen, des Momentenproblems 
und aus anderen Gebieten zur Geltung kommen. Die 
Jahre 1907—1912 brachten die erundlerenden Ar 
beiten Markoffs mit dem Erzebnis. dab die Summe 
verketteter zufällieer Größen im Limes ein Gaub 
sches : Verteilungsgesetz befolgt. Viele Anregungen 
eaben die Untersuchungen der statistischen Mecha 


nik zum Ergodenprinzip. Seitdem sind gerade in 
den letzten zehn Jahren eine Fülle von Arbeiten 
über Markoffsche Ketten erschienen, Hier sind 
u. a. zu nennen die Namen von B. Hostinskv, R. 
v. Mises, M. Frechet. V. Romanovsky. A. Kolmo 


eoroff und deren Schülern. Für den Fernerstehenden 
bereits schwer, das Gesamteebiet zu über 
Wenn auch noch jedes Jahr teils neue Ver 
alleemeinerungen,. teils spezielle Untersuchungen 
hbrinet. lieren die eroßen Linien bereits fest. Es 
kann daher nur lebhaft berrüßt werden. wenn von 
berufener Seite hier eine Darstellung der gesamten 


ist es 


sehe r 


Theorie zereben wird. Zwar nötigt die Fülle des 
Stoffes den Verfasser zur Beschränkune auf end 
lich viele Merkmale. indessen ist hier die Vollstän 
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diekeit in der Schilderung der Beweisverfahren und 
der Ergebnisse erreicht worden. 

Das Kernproblem ist die Untersuchung der Wahr 
scheinlichkeiten rn. die dafür bestehen. daß ein 
sprunghaft veränderliches System in n Sprüngen 
aus einem Zustand E; in einen Zustand E, 
übergeht sowie die des asymptotischen Ver 
haltens bei großem n, Für Summen und Häu 
firkeiten verketteter Zufallsveränderlicher bestehen 
(srenzwertsätze analoge denen im Fall ohne Ver 
kettung. Schließlich werden auch stetige Ketten 
behandelt, d. h. Wahrscheinlichkeiten P;, (s, t) da 
für, dab ein System, das sich zur Zeit s im Zu 
stand E, befand, sich zur Zeit ! im Zustand E,. be 
findet. Vorauseeschickt ist eine kurze Schilderung 
ler Methode der willkürlicehen Funktionen, die mit 
lem Hauptinhalt des Werkes in losem Zusammen 
hanz steht. 

Man darf voraussagen, daß die vorliegenden Er- 
vebnisse in der mathematischen Statistik in noch 
weiterem Umfang als bisher Anwendung finden 
werden. Ist doch die Kette die nahelierende Ver 
alleemeinerung einer Folge von unabhänriren 
zufällieen Kreienissen, deren Annahme oftmals eine 
zu weit gehende Idealisierunge der Wirklichkeit be 
leutet. 

Das Werk zeigt von neuem die Kunst des Ver 
fassers, ein eroßes Gebiet übersichtlich und an- 
rerend darzustellen. Man muß daher wünschen. 
daß es nieht nur bei den Spezialisten des Faches. 
sondern darüber hinaus auch bei Physikern und 
Statistikern die verdiente Beachtung findet. 

erlin. Günther Schulz. 904 


Verhandlungen der in Kaunas vom 
14. bis 17. Juni 1938 abzehaltenen zehn 


ten Tagung der Baltischen Geodäti 
schen Kommission. 141 S. Helsinki 1958. 


Osakeyhtiö Weilin & Göös Aktiebolag. 
Die auf der Tagung mitgeteilten Landes- und 
Ausschußberichte zeigen, daß die geplanten Arbeiten 


weitere Fortschritte gemacht haben. Zu der ein- 
heitlichen Ausgleichung des Ostseeringes, wozu 


lieser in einzelne Stücke zerlegt werden und jedes 
Stück einer ersten Ausgleichung unterzogen werden 
soll, berichtet V. R. Ölander,. daß er unter Zu 
erundeleeune des estnischen Teils diesen als 
Musterbeispiel durchgeführt hat. 

Hier interessieren eine Mitteilune von W, Heis 
kanen über «einige neuere isostatische Unter 
suchungen. eine solehe von J. Bonsdorff über 
die Bestimmung der Gewichte, wenn lauter Unter 


schiede der Unbekannten beobachtet worden sind. 
und eine Mitteillune von R. A. Hirvonen über 


die praktische Anwendung der  sphäroidischen 
Mittelbreitenformeln. 


Stutteart. P.Werkmeister. 944 


Dr.-Ing. P. WERKMEISTER, o. 


Hochseh. Dresden. 


Prof. a. d. Techn. 
Vermessuneskunde Il. 


Messung von Horizontalwinkeln. 
Festleeune von Punkten im Koor 
dinatensystem, Absteekungeen. 4. Aufl, 
Sammlung Göschen, Bd. 469.) 147 S. m. 93 Abb. 


Berlin u. Leipzig 1939, Verlag Walter de Gruyter & 
(o. Preis zeb. 1.62 M. 

Nachdem der Verlag de Gruyter & Co. vor kur 
zem den ersten Teil der „Vermessungskunde“ von 
’. Werkmeister mit den Abschnitten Stück 
und „Nivellieren® im Band 468 der 
Sammlune Göschen in Auflage heraus 
konnte, ist nunmehr auch die vierte Auf 
lare (des zweiten Teiles im Band 469 der «leichen 
Sammlung erschienen. zweite Bändchen 
umfaßt die Kapitel: „Der Theodolit und seine Ver 
wendune zum Messen von Horizontalwinkeln“. 
„Allgemeines über Rechnungen und Messungen im 
rechtwinkligen Koordinatensystem“, „Trigonome 
trische Punktbestimmunge“, „Punktbestimmung mit 
Hilfe von Streckenzügen“ und „Absteckunge von 
Punkten und Linien“. Der umfangreiche Stoff ist 
auf 147 Seiten äußerst klar behandelt und trotz des 
knappen zur Verfügune stehenden Raumes dureh 
93 sehr anschauliche Abbildunzeen sowie dureh die 
Kinfürune von Zahlenbeispielen und von Formu 
laren für Messune und Rechnung in zweeckmäßiz 
»ster Weise vervollständigt. Die Vorzüge der in 


messung" 
sechster 


eben 


Dieses 


haltlichen Bearbeitune und die sorefältive Aus 
führunz werden dem Bändehen in seiner Neuauf 


lage mit Recht weitere Verbreitung sichern. 


Freibere/Sa, H. Müller. 91 
Ferner sind bei der Sehriftleitunge folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


E. R. JAENSCH 


thematisches 


und FRITZ ALTHOFF, Ma 

Denken und Seelen 
[orm. Vorfrageen der Pädagogik und 
völkischen Neugestaltunze des ma 
thematischen Unterrichts. (Beihefte zur 
Zeitschrift für angewandte Psychologie und Cha 
rakterkunde herausg. v. Otto Klemm und Philipp 
lersch, Beiheft S1. Jugendanthropologie und Neu 
formune des Menschentums. herause. v. E. R. 
Jaensch, Nr. 2.) XII + 160 S. m. 4 Abb. im Text. 
l,eipzie 1939, Verlax Johann Ambrosius Barth. 
Preis brosceh. 9,60 M. 


Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 0. Prof. a. d. 
Techn. Hochseh. Dresden, Der Keplersche 
Körperundandere Bauspiele. (Seientia 
Deleetans. Gemeinverständliche Darstellungen aus 
der Unterhaltungsmathematik und aus verwandten 
Gebieten. Heft 3.) 65 8. m. 53 Textftie, u. 1 Titel 


NACHRICHTEN 


Philipp Furtwängler 70 Jahre. 

Der emeritierte 0. Professor der Mathematik an 
der Universität Wien PhilippFurtwängler, der 
am 21. April d. J. die 70. Wiederkehr seines Ge- 
burtstages feiern konnte, genießt als Zahlen- 
theoretiker großes Ansehen. In seinen jüngeren 
Jahren war er auch sehr für die angewandte Mathe 
matik tätig. Die Dissertation, mit der der Einjährig 
l’reiwilliee im Göttinger Infanteriereriment bei 
Felix Klein promovierte, gehört zwar noch zur 
reinen Mathematik: Zerlegung kubischer ternären 
Formen. Aber nach der Studienreferendarzeit in der 
Heimatprovinz Hannover (geb, in Elze) kam Furt 
wängler an das geodätische Institut in Pots 


bild. Leipzig 19585. Verlag K. F. Koehler. Preis 
brosch. 2 M. 

dam als Assistent und Hilfsarbeiter, von dort 1904 
als 0. Professor an die Landwirtsehaftliche Hoch 


schule in Bonn-l’oppelsdorf (jetzt Fakultät der 
Universität): an diese kehrte er 1910 noch für zwei 
Jahre zurück nach einem dreijährigen Ordinariat 
an der T. H. Aachen. Aus (dieser Zeit stammt sein 
Artikel in der Enzyklopädie der Math. Wissenseh. 
IV, 7 „Die Mechanik der einfachsten physikalischen 
Apparate und Versuchsanordnungen“, in dem Pendel. 
Waare und die Versuche zum Nachweis der Erd 


rotation behandelt sind. Der 1925 vollendete Bi. 
VI. 1 (Geodäsie und Geophysik) ist von ihm redi 
eijert; er hat den von Burzeois (Paris) ver 
[aßten Artikel „Kartographie“ übersetzt und er 
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eäinzt. Wie Furtwäneler durch Klein für eewidmet, die sieh hieraus für die Struktur des 
die Enzyklopädie gewonnen wurde, so hat er auch rdinneren ereeben. 
lurch Klein veranlaßt, .die mathematische Aus Der EKlastomeechanik hat Ernst Meißner mit der 
bildung der deutschen Landmesser”, zusammen — Lösung des Elastizitätsproblems für dünne Rotations 


nit seinem VPoppelsdorfer Nachfolger Ruhm be 
handelt. \bhandlune üben den mathematischen Un 
terricht in Deutschland, veranlaßbt dureh die Inter 
nationale Math. Unterriehtskommission IV, 8. 1914. 
Wenn auch die darin zeschilderte durch den 
’artikularismus verursachte | | 
ler Ausbildung der Landmesser jetzt einer Ein 
heitlichkeit für Großdeutsehland „ewichen ist. 
bietet diese IMUK-Abhandlunz doch heute noch 
reschiehtliehes und methodisches Interesse, 

Die Aufforderune des Math. Instituts der Uni 
versität Wien und der Schriftleitunge der Monats 
hefte für Mathematik und Physik, Beiträge für eine 
"urtwäncelerfestsehrift zu liefern, hat groben 
L.ıfole vehabt. 


Frankfurt a. M. W.Lorey. 96 


> , 1} . 
buntseheecklekenl Il 


Ernst Meißner f. 


\m 17. März ist Professor Dr. phil. Ernst Meißner 
von einem lanzeen. schweren Leiden erlöst worden. 

\m 1. September 1883 als Sohn eines Fabrikanten 
ın Zotineen (Schweiz 
Schulen seiner Heimatstadt und die Kantonsschule 
\arau, Von 10902 bis 1906 studierte er an der Kid 
eenössischen Technischen Hochschule in Zürich. 
und zwar zunächst ein Semester an der mechanisch 
teehnisehen. in der Folee an (der mathematisch 
physikalischen Abteilung, «die ihm das Diplom mit 
\uszeiehnune erteilte. Die Universität Zürich ver 
lieh ihm 1907 auf Grund einer zahlentheoretischen 
Intersuehune t) die Doktorwürde, und nach einem 
einjährigen Studienaufenthalt in Göttingen kehrte 
e} an die Kileenössische Technische Hochschule 
zurück. wo er zunächst als Assistent bei A. Herzog. 
, F. Geiser und A. Hirsch, vom Frühjahr 1900 an 
ls Privatdozent für reine und angewandte Mathe 
matik und bald darauf als Vertreter für den er 
krankten A. Herzox wirkte, Nach dessen Toil 
sehon im Frühjahr 1910 wurde ihm der Lehrstuhl 
für teehnische Mechanik übertragen, den er bis zum 
Frühjahr 10938 innegehabt hat. 

Das außerordentlich vielseitize wissenschaftliche 
Werk Ernst Meißners kann hier nur in seinen 
wesentlichsten Züren eewürdiet werden. 


eeboren. besuchte er lie 


ie 
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Seine frühesten. zum Teil an das Werk seines 
lehrers A. Hurwitz anschließenden Arbeiten hat 
Ernst Meißner der reinen Mathematik, insbesondere 
der Geometrie und der Zahlentheorie gewidmet. Die 
wiehtieste davon ist wohl der Beweis von 60 erst 
mals von Liouville ausgesprochenen Sätzen t)} eine 
\nzahl weiterer Aufsätze behandelt das Problem 
der Punktmengzen konstanter Breite. 

Die anzewandte Mathematik verdankt ihm in 
erster Linie die Darstellune der Funktion einer Ver 
änderliehen dureh ihr Linienbild ?) und die darauf 
beruhenden leider weni bekannt gewordenen 
Verfahren der Ermittlung ihrer 
Fourier-Koeffizienten einerseits und der graphi 
sehen  Inteeration totaler  Differentialeleiehungen 
andererseits. welche vornehmlieh auf mechanisechem 
(jebiete zahlreiche Anwendungen eelunden haben. 

Kine weitere Gruppe von Aufsätzen ist der Aus 
breitune von Bebenwellen und den Folgerungen 


zelehnerischen 


1) ber die zahlentheßretischen Formeln Liouvilles, 
Diss., Univ. Zürich 1907. 

2), Über graphisehe Integration von totalen Differential 
rleichungen, Schweiz. Bauztge. Bd. 62? (1915), S. 199 und 
weitere Aufsätze, zusammengefaßt in Graphische Analysis 
vermittelst des Linienbildeseiner Funktion, Verl. d. Schweiz. 
Bauzte., Zürich 1932. 


Copyright 19389 by VDI-Verlag G.m.b. H., Berlin NW 


Für den Textteilverantwortlich: Professor Dr. Fr. A.Willers, Dresden-A.20, Dorotheenstr. 12. - 
r Druck von A. W. Ziekfeldt, OÖsterwieck am Harz. 


schalen von konstanter Meridiankrümmung 3) ein 
weites und technisch bedeutungsvolles Forschungs 
vebiet erschlossen, das in der Folee von ihm unid 
seinen Schülern umfassend bearbeitet worden ist. 
Aber auch die Dynamik verdankt ihm zahlreiche 
wertvolle Beiträge, von denen hier nur zwei ge 
nannt seien, nämlich seine Lösung einer speziellen 
"orm der Hillschen Differentialgleiehunge, welche 
lie sogenannten quasiharmonischen Schwingunzen 
Systeme mit zeitlich periodisch  veränderlicher 
l.lastizität) beherrscht %), und sein Vorschlag zum 
\useleiech der Drehgeschwindiekeit rotierender 
Wellen dureh schwingende Flüssiekeitsfäden >). 
Schließlich sei noch an den Internationalen Kon 
sreb für technische Mechanik 1926 in Zürich er 
innert, «dessen Vorbereitung und Durchführung sein 
Werk war. 
irnst Meißner hat an sich und andere die höch- 
sten Anforderungen gestellt. Sein großes Pflicht- 
hewußtsein und seine hohe Berufsauffassung haben 
ihn äußerlich strene und verschlossen erscheinen 
lassen: wem es aber wie seinen nächsten 
Freunden und Schülern vereönnt war, ihm näher- 
zutreten, dem wurde sein außergewöhnlich um 
Fassendes Wissen und sein tiefes Empfinden, das 
sich in einem wahrhaft klassischen Schönheits 
heidlürfnis, einer rührenden Güte und einem feinen. 
geistreichen Witz offenbarte, zum unvergeßlichen 
rlebnis. 
Zürich. H. Ziegler. 957 


3) Das Elastizitätsproblem für dünne Schalen von Ring- 
lächen-, Kugel- und Kegelform, Phys. Z. Bd. 14 (1913), 
S. 343. 


4) Über Schüttelerscheinungen inSystemen mit periodisch 
veränderlieher Elastizität, Schweiz. Bauztg. Bd. 72 (1918), 
S. 95. 

5) (reschwindigkeitsausgleich rotierender Wellen dureh 
schwingende Systeme (Scehlingertanks), Verh. 3. internat, 
Kongr. f. teehn. Mech., Stockholm 1930, 


Gesellschaft für angewandte Mathematik u. Mechanik. 

Die diesjährige wissenschaftliche Tagung der Ge- 
sellschaft für angewandte Mathematik und Mecha- 
nik (Gamm) findet in Marienbad (Sudetenland) 
am Freitag, dem 22. September und am Sonnabend. 
dem 23. September statt, die Hauptversammlung 
am 23. September 9 Uhr. Anschließend an die 
Tagung beginnt dort der Deutsche Physiker- und 
Mathematikertae. Vortragsanmeldungen für die 
wissenschaftliche Tagung der Gamm bis Ende Juni 
an den Geschäftsführer Prof. ©. Weber, Dresden- 
A. 16. Hindenburgufer 15.1. 9753 


Persönliches. 

Von der Abteilung Naturwissenschaften der 
hol. Niederländischen Akademie der Wissen 
schaften wurde Prof. Dr. A. Sommerfeld die 
Lorentz-Medaille verliehen. 

Der ord. Prof. der Mathematik an der Uni 
versität Breslau. Dr. W. Schmeidler. wurde zum 
ord. Prof. an der Teehnischen Hochschule Berlin 
ernannt. 

Dem Dozenten für Angew. Mathematik an der 
Universität Bonn. Dr. F. Rehboek, wurde ver- 
tretungsweise die ord. Professur für Darstellende 
(‚“eometrie an der Teehnischen Hochschule Braun 
sehweie übertrawen. 

Der ©. Prof. a. d. Teehn. Hochschule Dresden. 
Dr. E.Sörensen.trat vom Lehramt zurück und 
übernahm die Leitung des Forschungslaboratoriums 
der M.A.N. in Augsburg. 
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